Resenja

1990. jun

1. (1) Neka je najpe z > —2. Tada jednacina postaje t +2+1 = x + 3
identitet 0 = 0. Neka je —3 < x < —2, tada jednacina glasi —z—2+41 = x+3,

x = —4, §to je vrednost van posmatranog intervala. Ako je x < —3, tada je
—xr—2+1=—2—3, —1 = —3 jednacina kontradikcija. Dakle, resenja su
x € [-2,+00).

2. (2) a) Zamena daje (a + 3)2+m(a +3) + (a + 3)(a +2) = 0. Ako je
a = —3, parametar m moze imati bilo koju vrednost. Ako je a # —3, dobija

sea+3+m+a+2=0 m=—2a—05.
b) Dati uslov ¢emo ekvivalentno transformisati

T] — Ty = 11T9, T]+ X5 — 22129 = 505, (21 + ) = 2iT5 + 43170,
Koris¢enjem Vijetovih formula se dobija
<a+1)2_ (a—1>2+4a—1
2 S\ 2 2

a>+2a+1=a>-2a+1+8a—8, a=2.

3. (3) a) log, a + log, a — 2log, a = 0.
b) Najpre je

1 1 1
tako da je

1 1 1 1
log,a+log, b+log,c=—-, —+—-+log,.c=—-.
rp q r

34
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Time je
_ _ pqr
log.t =+———7 = p—
FT o, Pa—Tp—Tq
IT nacin. Najpre je
log. v log.x log,.x

Y T?

log.a log,. b ¢ log, abc a

tako da je

log.z = r(log, a+log. b+ log,c)

| |
_ r(ogcx_i_ ogcx_i_1>7
p q

pqlog,.x — qrlog,x — rplog, x = pqr.

4. (4) a) Mnozenjem sa sin? a dobija se
cos’a —sin?avcos®? a = cos*a, 1 —sin®a = cos? a.
b) Ako je L = (cosa + cos 8)? + (sin« + sin 3)?, tada

L = cos’a+2cosacosf+ cos? f+sin® a + 2sin asin § + sin® 8
= 2+ 2sinasinf + 2cosacosf = 2(1 + cos(a — )
1+ cos(a — ) —-p

5 = 4 cos® ozT.

= 22

II naéin.

2 2
(2008a+ﬁcosa_ﬁ> +<281na+ﬁsina_ﬁ> :4cosa_ﬁ

2 2 2 2

4 cos® a;ﬂ <(3032 a—;—ﬁ + sin? Oé—;ﬁ> = 4 cos? e ﬁ.

5. (5) Jednacina tan (1 4+ 2sinz) = 0 je ekvivalentna disjunkciji tanz = 0
ili sinx = —%. Resenja su

T =k, a::—%—l—ZlW, x:—5gr+2m7r, k.l,m € Z.
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6. (6) v. sliku

Ako je x duzina ivice roglja koja polazi iz njegovog vrha, tada su strane
dobijenog osmougla jednake v2z. Iz jednakosti z + v2z + z = a sledi
r=a/(2+v?2) = %(2—+/2). Zapremina dobijenog poliedra je

11 8 a?
V = a*—8- - -—2r=ad"— a—(2—\/§)3

302 6 8 .
= @ - TR-VDU-4V212) =d' - T2~ VD)3 -2V2)
3 a’ _a3 _7a3
= a —5(10—7\/5)_5(7\/5—7)_?(\/5—1).

Za konkretnu vrednost se dobija priblizno 208, 76cm?.
1990. jun, II grupa

7. (1) Ako je x > 2 jednacina glasi z + . — 1 + 2 — 2 = 3, x = 2, §to je prvo
reSenje. Ako je 1 <z < 2, jednacina postajex +r —1—x+2=3, z = 2.
Akoje0 <z <1l,ondazx—z+4+1—x+2=3, =0, sto je drugo resenje.
Najzad za x < 0 dobijase —z —z+1—2+2 =3, z = 0. ReSenja jednacine
suz € {0,2}.

8. (2) a) Zamena vrednosti daje (a — b)? — 2a(a — b) + m =0,

a®> —2ab+b* —2a* +2ab+m =0, m=a*>—"b>

IT nacin. Vijetove formule glase: x1+x9 = 2a, 125 = m. Iz prve formule
sledi @ — b+ 25 = 2a, tj. o = a+b. Zamena u drugu daje trazenu vrednost
(a —b)(a+b) =m.

9. (3) a) 3log,a — 2log, a = log, a.
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b) Data formula se ekvivalentnim transformacijama svodi na Pitagorinu
teoremu

loga log a _ 5 loga-loga
log(b+c) log(c—0b)  “log(b+ c)log(c—b)’
log(c —b) +log(c+b) = 2loga
v = d

10. (4) a) Oslobadanje od razlomaka daje

sina +142cosa+cos’a = 24 2cosa,
24+2cosa = 24 2cosa.

b)
(cosa — cos B)* + (sina —sin 8)? = 2 — 2(cos a cos B + sin asin 3)
= 2—2cos(a—p)
pteosa=h) g2 F
2 2

11. (5) Jednacina tan z(2cosz + 1) = 0 je ekvivalentna disjunkciji jednacina
tanx = 0, cosx = —1/2. Resenja su x = km, v = i%” + 2Im, k,l € Z.
12. (6) Isti zadatak kao za I grupu.

1990. septembar
13. (1) Zamena vrednosti u jednacini daje
a® —2ab+b* — 2a* + 2ab+m =0,

tako da se dobija m = a? — b?.
14. (2) Ako je I dati izraz, tada je

I = VI2=2(6+V35)(V7—V5)?
2(v/6 +v/35)(7 — 2v/35 +5) = 2(6 + v/35)(6 — V/35) - 2
4(6% — 35) = 4,

paje I =2.
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15. (3)

1—cosa+sina_ 281H2%+QSiH%COS%

1+cosa+sina72c082%+2sin%(205%

2tan2%+2tan% tan § + 1 a a

= = tan — = tan —.
2+2tan% 1+tan% 2 2
II naéin.
1 —cosa+sina B Sin «
l+cosa+sina 1+ cosa
1 —cos’a+sina+sinacosa = sina + sina cosa + sin? a.

16. (4) Jednacina sin z(sinz — 1) = 0 je ekvivalentna disjunkciji sinz = 0 ili
sinx = 1; tako da su njena reenja z = km, v = § + 2i7, k,l € Z.
17. (5) Neka je

log,b=2 & a" =b;
log.b=1y = ! =0

log.a =z & F=a.

Tada je
b — a.’ﬂ — (CZ)CL’ — CZZZ"

a kao je b = Y, to je ¢¥ = ¢**. Stepeni jednakih osnova su jednaki jedino ako
su im jednaki eksponenti, tako da je y = zx, Sto je trebalo dokazati.

IT nacin. Ako je log, b = x, tj. b = a”, tada je log.b = log.a” = xlog, a.
Dakle, z = log,.b/ log, a.
18. (6) v. sliku
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Podimo od suprotne pretpostavke da se 400 tacaka moze smestiti u dati
krug k tako da su rastojanja izmedu svake dve vac¢a od 1lem. Posmatrajmo
krugove sa centrima u tim tackama i poluprecnicima %cm. Ti krugovi ¢ine
familiju disjunktnih skupova (tj. ni koja dva od njih se ne seku niti dodiruju),

tako da je njihova ukupna povrsina jednaka
1 2
400 - <2cm> T = 10°7mem?.

S druge strane, svi ovi mali krugovi — okoline tacaka — su smesteni u krug
k1, koncentrican datom krugu k, polupreénika (9 + %)cm. Povrsina kruga
k1 je 9,5%mem?, §to je manje od 10°rem? — povrsine svih krugova opisanih
oko tacaka koji se nalaze u krugu k;. To je kontradikcija koja obara polaznu
pretpostavku i dokazuje tvrdenje.

1990. septembar, II grupa

19. (1) Ako su z; iz dati brojevi, tada

1—-5 —4
nrr = gy =g = b
34+v5-3vV5—-5+3—-v6+3V6—-5 —4
CCl"‘fEQ = 9_4 :T:—l

Na osnovu Vijetovih formula sledi da su x; i x5 reSenja date jednacine. Za-
datak se resava i direktnim metodama.
20. (2) Koreni kvadratne jednac¢ine su jednaki ako je diskriminanta jednaka
nuli

D =4(m—3)* —4(11 —5m) =m* —m — 2 = 0.

Vrednosti su m; = —11my = 2.
IT nacin. Iz uslova 1 = x9, x1 — x5 = 0 kvadriranjem sledi

(11 — 29)* = 23 + 25 — 20129 = (23 + 1) — 4a129 = 0.
Prema Vijetovim formulama je
Ty + 9 =2(m—3), x129 =11 —5m,
tako da se dobija jednacina po nepoznatom parametru

4(m —3)> —4(11 - 5m) =0
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kao u prvom resenju.
21. (3) Jednacina ima smisla za z > 0. Kako je log;(3/z) = 1 — logs x, to
uvodenje smene y = log; r daje

¥ +2a(l—y)=1, 1> —2y+1=0, (y—1>%*=0,

tako da je y = 1. Resenje je z = 3.
22. (4) Ako je L = cos*(a — ) — sin’(a + ), tada

L = (cosacosf +sinasinf)? — (sinacos 8 + cos asin 3)?

= cos? acos? f + sin® asin® f — sin? o cos? B — cos? asin? 3
= cos® B(cos® a — sin® @) — sin® B(cos® o — sin® @)

cos 2accos 2[5.

23. (5) Jednacina je ekvivalentna sa sinx = j:?, tako da su resenja r =
+% + 2km, & = % + 2r, k,l € Z.
24. (6) Ako je B povrsina baze i H visina piramide, tada je njena zaprem-
ina V = %BH . Neka je H; visina manje piramide dobijene presekom i B
povrsina njene baze. Tada je Hy = kH, gde je k neki broj iz intervala (0, 1).
Dalje je By = k%B, tako daje

1 Lo 3

Vi=-BH,=-k"BkH = k°V.

3 3
Zapremina dobijene zarubljene piramide je Vo = V —V; = (1 — B3)V. Iz
zahteva

Vi:Vo=kV :(1-E)W=m:n

se dobija k* : (1 —k®) = m : n. Dodavanjem brojilaca proporcije imeniocima
dobija se
m

B ool=m: (m+n), k=2 :
m+n

tako da je Hy = 3/-—"-H.

m-+n

1991. jun

25. (1) Jednacina ima smisla ako je > 1. Za te vrednosti je log, z(x — 1) =
1, 22 — x = 2. Dobijena kvadratna jednacina ima reSenja x, = —1, §to
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se nalazi van domena definisanosti polazne jednacine, i x5 = 2. ReSenje je
T =2
26. (2) Koristeci trigonometrijske formule dobija se

2sin 2 cos « .
——— = 2sin a,
2 cos? «

4 si 2 k
SO Aacos @ az?sina, a#l, kel.
2 cos? « 2

27. (3) Jednacina cos z(sinz — ?) = 0 je ekvivalenta disjunkciji jednacina:

cosx =01ili sinz = ? Resenja suxz = § +km, v = 7 +2Im, x = %’r—i—Qmw,
k,l,m e Z.

28. (4) Uvodenjem smena u = ﬁ iv= ?1%7 sistem postaje
2u+3 L
u+3v = -
2
1
2u—v = —.
18

Mnozenjem druge jednacine sa 3 i sabiranjem sa prvom dobija se u = 1/12,
a potom i v = 1/9. Sada je 2z —y = 12 1 z — 2y = 9 novi sistem dcije je
resenje r =5, y = —2.
IT nacin. Oslobadanje od razlomaka daje sistem
4o — 8y + 12z — 6y = (22 —y)(z — 2y)
36x — 72y — 36z + 18y = (2z —y)(x — 2y),

odnosno

16 — 14y = 2z —y)(z —2y)
=54y = (2z—y)(z —2y).

Oduzimanjem levih i desnih strana ovih jednacina se dobija

5
16z + 40y =0, 2x+ 5y =0, T=-3Y

Smena, npr., u prvu jednacinu daje
2 3 1 1 2 1 1 1

+ = -, —_———— =, - =, y:—2, .13:5
—Sy—y  —2y—2y 2 3y 3y 2 y 2
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29. (5) v. sliku

Neka je V' vrh kupe, O centar baze, VA i V B izvodnice i S srediste tetive
AB baze kupe. Ravan odredena tackama VOC' je ortogonalna na bazu kupe
i time je /V.SO = ( nagibni ugao ravni 7 prema osnovi. Iz trougla AV.SO
sledi da je V.S = H/sin . Drugi pravoulgi trougao V.SB ima ugao kod vrha
V jednak a/2, tako da je VB = V.S/cos §. konacno se iz trougla AV BO
dobija polupreénik r = OB i zapemina kupe.

1 1 2
r’rH = -(VB* - VO)rH = - V5T
3 cos? 5

V =
3

H? 1
<2a.2 —H2>7TH=7T<W. —1>H3.
cos? £ sin“ 8 3 \ cos? § sin 8

2

—H2) TH

W= W+

1991. jun, IT grupa

30. (1) Jednacina ima smisla ako je z > 0. Tada je ekvivalentna sa logs x(z+
2) =1, 2242z = 3. Kvadratna jednacina ima reSenja z; = —3, koje se nalazi
van domena definisanosti logaritamske jednacine, i drugo resenje zo = 1.
Resenje je x = 1.

31. (2) Ako je [ izraz dat u zadatku, tada je

I = sin®¢ — (cosacos¢ + sinasin ¢)?
+2 cos av cos ¢(cos a cos ¢ + sin asin @)
= sin? ¢ — cos® avcos® ¢ — 2 cos acos ¢ sin asin ¢ — sin® asin? ¢
+2 cos® avcos® ¢ + 2 cos a cos ¢ sin asin ¢
= sin? ¢(1 — sin® @) + cos® a cos® ¢

= cos® a(sin® ¢ + cos® ¢) = cos” a.
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32. (3) Jednacina postaje sinz(cosz — %) = 0 ekvivalentna disjunkciji
jednacina: sinz = 0 ili cosz = % Resenja su x = km, x = +% + 2im,
k.l €Z.

33. (4) Uvodenjem novih promenljivih u = ﬁ iv= flgy sistem postaje

2u — by =
u—+2v =

ot Lo W

Mnozenje druge jednacine sa —2 i sabiranje sa prvom, daje v = —1/5, zatim
je u = 1. Resenje drugog (takode prostijeg od polaznog) sistema 3z —y = 1,
x—3y=—5je (z,y) = (1,2).
34. (5) v. sliku

Neka su SO i AF visine piramide i E srediste stranice BC. Trouglovi
AAFFE i ASOFE se nalaze u istoj ravni, imaju prave uglove kod temena F' i
O redom i zajednicki ugao kod temena FE; tako da oni sli¢ni trouglovi. Duz
AF je visina jednakostrani¢nog trougla osnove i time je AE = v/3a/2. Dalje
je

EF 1
tan /EAF = — = —\/AE? — h? =

1
AF  h a h 2hv3a 4h?,

S =
=~ w

H = SO = OF cot /OSE = > AE cot 1OSE = m
3 V3aZ —4n?’
pa je
>y - ah a*h

1
3 V3a2 —4h?  8v/3aZ — 4h?
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1991. avgust

35. (1) a) Kvadriranje leve i desne strane date jednacine daje kvadratnu
jednacinu

6—4dr —a2?=(z+4)? 2*+6r+5=0,
¢ija su resenja r; = —1 i x5 = —5. ResSenje kvadratne jednacine zo = —5
ne zadovoljava pocetnu jednacinu, koja postaje v/1 = —1, za koren se, po
definiciji, uzima pozitivna vrednost. Dakle, resenje polazne jednacine je x =
—1.

b) Podkorena funkcija 6 —4x—z? ima nule z; = —2-V10izy = —2+\/ﬁ,
okrenuta je otvorom ka dole i nenegativna je na intervalu [—2 — /10, —2 +
v/10]. To je domen definisanosti nejednacine. Na intervalu [—2 — /10, —4)
desna strana nejednacine je negativna, tako da je tu nejednacina tacna. Na
intervalu [—4, —2 4 v/10] obe strane nejednacine su nenegativne, tako da se
kvadriranjem dobija y = 2> + 6z +5 = (z + 1)(z+5) < 0. y < 0zaz €
[—5, —1]. Time je skup resenja [—2 — /10, —4] U [-4, —1] = [-2 — /10, —1].
36. (2)

1
log, b — log, a + log, a — log, b — log, z — log, — = 0.
x

1 4+ sina — cos a 1—|—2sin%cos%—0082%—l—sin2

14 sina + cosa 1+QSiD%COS%+COSQ%—SiH
sin? % + ZSin%cos% + sin?
cos? § + 2sin § cos § + sin?

2

|
D[R M|

(6]

N

@
2

: (07 o : o
2sin 5 (cos 5 T sin 5)

a a ey
2 cos 5 (COS 5 T sin 2)

II nac¢in. Poznate smene

2t 1—¢? : e}
cosae = ——, gdeje t=tan—,

sinoy = ——
1+t2’ 1+ ¢2’ 2
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svode zadatak na racionalnu jednakost

2t 1—t2
I+ — e —¢
2t 1—t2 7
L+ 1+¢2 + 14+¢2
38. (4) Jednac¢ina sinz[3sinx — \/gcos x] = 0 je ekvivalentna disjunkciji
jednacina:
sinx =0 ii tanx = 5

ReSenja su v = km, v = § +im, k,l € Z.
39. (5) v. sliku

Neka je A bilo koja od tih Sest tacaka. Medu pet duzi koje polaze iz tacke
A postoje bar tri iste boje. Oznac¢imo njihove krajnje tacke sa C', D i E.
Mora nastupiti jedan od sledec¢a dva slucaja

i) Medu duzima C'D, DE, EC bar jedna je iste boje kao duzi AC, AD,
AFE. U tom slucaju, ta duz medu CD, DE, EC koja je iste boje i tacka A
obrazuju trazeni jednobojni trougao.

ii) Nijedna od duzi CD, DE i EC nije iste boje sa duzima AC, AD, AE.
Tada one medu sobom imaju istu boju, tako da je ACDFE trazeni trougao.

1991. septembar

40. (1) a) Ako su ti brojevi z i y, onda je z +y = 10, zy = 40. Dalje je
2(10 — x) = 40, 22 — 102 4+ 40 = 0, tako da je = 5 4+ V15, y = 5 — i/15.

b) Jednacina je definisana za x > 0. Kvadriranjem leve i desne strane
jednacine se dobija

r+2V/avr+3+r+3=a+1+2vVe+1Vor+2+x+2,
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rx+3)=(x+1)(z+2), 0=2

netacna jednakost. Polazna jednacina nema reSenja, a skup resenja je prazan
skup.

Ti12 =

10 & /100 — 160
: =54 +/—15,

(to je Kardanov problem i resenje iz srednjeg veka)
41. (2) Koristedi formulu log, a = log,. a/log, b, dati izraz se transformise

logas logas loga,1 loga,  loga,

, . _ -1 .
loga; logas loga,_o loga,_y loga, 08a, @

42. (3) Kako jey =7 —a — (3, i tan(mr — J) = —tand, to je

tan a n tanf tana +tanfB  tana + tan 3
tany = tany —tan(a+3)  — tanottanj

" 1—tanatanf

=tanatan — 1.

IT naécin.

sin a cos S+cos asin 3
tan o tan 5 cos acos B

tan~y  tan-vy tan vy

sin(a + )
sin((w—a—ﬁ)

cos(mr—a—0)

cos a cos 3

—cos(a+ )
cos acos 3
sin asin 3 — cos « cos 3

cos a cos [
= tanatanf — 1.

43. (4) 2sinz = /2sinx/ cos z, tako da je

o (o)
sinx cos:c—? =0.

Poslednja jednacina je ekvivalentna disjunkciji jednac¢ina sinx = 0 ili cosx =
V2/2. Redenja su x = kr, = +3 +2lm, k1 € Z.
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44. (5) a) Izvrsi¢emo ekvivalentne transformacije datih nejednakosti. Kvadri-
ranjem prva dva izraza se dobija

24 2ab+ b?
abﬁa—'—z—i_, tj. 0<a®—2ab+ 0, Og(a—b)2

tacna nejednakost. Sli¢no, kvadriranje leve i desne strane druge nejednakosti
daje
(a — b)? - a2+b2,
4 - 2

a®+2ab+b* < 2a® + 26, 0 < (a—0b)*
b) Druga nejednakost se ekvivalentno transformise

(a+b+e)? < 3(a®+ b+ ),
a? 4+ b* + 2 4 2ab+ 2ac + 2bc < 3a* + 3b* + 3¢,
ab+bc+ca < a®+b>+ 2.

Poslednja nejednakost je poseban slucaj jedne opste nejednkasti. Bez ogranicenja
opstosti, moze se pretpostaviti da je a < b < ¢, odnosno da jea = b — x i
c=b+ux, x>0,y >0. Treba dakle pokazati
b2 —bx + b 4+ by 4+ b% — br + by — zy < b? — 2bx + 2% + b2 + b? + 2by + 42,
Sto se svodi na tacénu nejednakost —xy < 2?2 + 32

1992. jun
45. (1) a) Zamena datog resenja u jednacinu daje

a’b* — 2ab+1+m(ab—1)+a’* -1 = 0,
m(ab—1) 4+ 2ab(ab—1) = 0.
Akojeab—1=0,ab=1,a=1/b, tada je m € R proizvoljan broj. Ako je

ab — 1 # 0, tada je vrednost parametra m = —2ab.
b) Mozemo pisati npr.

z—1|—2=43, |z—1]=+3+2
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Ako se izabere znak + dobija se |z — 1| =5, z — 1 = +5, odakle slede dva
reSenja 1 = 6 i x9 = —4. Ako se izabere znak —: |x — 1| = —1, dobije se
jednacina bez resenja.

46. (2) Ako je z > 0, x # 1, onda je

> 2.

log, z +log, 7> 2, log,z+

log. x

Smenom log, z =t se dobija

1 (t—1)2

t+;22, ; >0, t>0, log,z >0,
tako da je resenje x > 1.
47. (3)

cos a sin a . 9 9
—— + 3 = sina — sin” « cos” «
I+ e G

cos’a+sin*a = sina(l — cos’a) + cosa(l — sin? o),

cos’a +sin®a = sin®a + cos® .
48. (4)

cosz(2sinz — V2) = 0,

jednacina je ekvivalentna disjunkciji jednacina: cosx = 0 ili sinx = g, tako
da suresenja v = J +km, x = 7 +2n, v = ?jf—|—2m7r, k,l,m e R.
49. (5) v. sliku

Neka je O centar kruga i F', G i H dodirne tacke kruga i stranica C'D,
DA i AB respektivno. Neka su «a i ¢ uglovi trapeza kod temena A i D, i
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neka je x = AH, y = HB. Tada je a + ¢ = 7. Iz trougla AOFD sledi:

tang = %, dalje je

tan

e

Slicno se dobija y = R?/b. Povrsina se dobija iz delova

P = Pagoc + Peron + Pcrore + Ppcor
— 4R+ yR+0R+ (a—b)R
R3 R3

- — R

a_bp  p ¢

R2

— 1 — .

aR [ + ba— b)]

1992. jun, II grupa
50. (1) a) Smena resenja u jednacinu daje
a’b? — 2ab + 1 — 2a*b* + 2ab +m = 0,

odakle je odmah m = a?b? — 1.

b) Neka je najpre [z + 1| —2 = 3; tada je [t +1| = 5, tako daje x +1 = 5,
tj. z =4, ilijex+ 1= —5,tj. x = —6. Ako je |x + 1| — 2 = —3, dobija se
|z 4+ 1| = —1 nemoguca jednacina. Resenja su dakle 1 =4 1 x5 = —6.

51. (2) Nejednacina se moze napisati u obliku

4
| 3—44+——>0.
062 +10gx3_

Smena ¢t = log, 3 daje nejednacinu

(t—2)*
t

4
t—4+ 220, >0

koja je tacna ako je t > 0, log, 3 > log, 1. Logaritamska funkcija je rastuca
ako je z > 1, Sto je i reSenje nejednacine.



RESENJA 50

52. (3)
cos?a —sin®f  cos® awcos? § — sin® aesin® 3
sin?asin®f sin® asin? 3 ’
2 2 24 _ 2 L9 o9
cos” o — cos“acos” f = sin” f — sin” asin® 3,
cos?a(l —cos® ) = sin®B(1 —sin®a).

53. (4) Jednacina sin z(2 cos —+/2) = 0 je ekvivalentna disjunkciji jednacina:
sinz = 01ili 2cosz—v/2 =0, cosz = \/5/2 Resenja suz = km, v = +75+2Im,
k.l € R.

54. (5) Isti zadatak kao za prethodnu grupu.

1992. septembar
55. (1) Jednacina se transformise u oblik

mp —mx —pr+2° = 1—mx— pr+ pma’,

(1—mp)z® = 1—mp, x==l

Neka je R = {—1,1}. Kompletna diskusija resenja u zavisnosti od vred-
nosti parametara je duza, videti dijagram. Ako je mp = 1, onda su reSenja
R\ {p}. Ako je p=11ili m =1, onda je resenje samo —1. Ako je p = —1ili
m = —1, onda je resenje samo 1. Ako je (m,p) = (—1,1) ili (m,p) = (1, 1),
onda jednacina nema reSenja. U svim drugim slucajevima vrednosti m i p,
skup resenja je R.

56. (2) a) 2°t2 =272 3p=-2 x=-2/3.

b) Antilogaritmovanje daje 2% — 7 = 2377 ako se uvede smena 2% = y,
dobija se y? — Ty — 8 = 0. Resenje y; = 8 daje x = 3; dok reSenje yo = —1
ne daje resenje polazne jednacine jer je e* > 0 za sve x € R.

57. (3)

sina +cos*a = (sin®a + cos® a)? — 2sin® arcos® a

1
= 1- 5(251nacosa)2

1 2 —sin?2
- 1—§Sin22a:$

3+1—2sin’2a 3+ cosda

4 N 4
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58. (4) Data jednacina je ekvivalenta sa sinz(v/2 — 2cosz) = 0, §to je
ekvivalentno disjunkciji jednacina: sinz = 0 ili cos x = v/2/2. Dakle, resenja
sux=km, x==x7+2n, k€.
59. (5) v. sliku

Trougao AABE ima povrsinu P = a?/2. S druge strane je P = %BE-
AF =13 AF, tako da je h = AF = Za.

Duzinu AG odredimo iz trougla AABG pomoc¢u kosinusne teoreme

AG? = AB*+ BG?—-2-AB-BGcosf
2
5 5 1

a’ + <\/_> — 2a V5

4

7(1 .
4 5
= a2 + ia2 — la2 = E(12.

16 2 16

Time je AG = +/13a/4.
1992. septembar, II grupa

60. (1) Najpe je f(a) = 22 + 23 = (v, + 72)? — 27175. Prema Vijetovim
formulama
T+ xy=—(a—2), x129=—(a+3),

tako da je
fla)=(a—22+2(a+3)=a*>—-2a+10= (a—1)*+9,

pa se najmanja vrednost postize za a = 1.
Napomena. Moze se traziti i teme parabole f(a), a € R.
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61. (2) Iz razloga definisanosti stepena mora biti x > 0 iy > 0. Iz druge
jednacine sledi y = 273; smena u prvu jednacinu daje

x4z+ac_3 — x—lS(z"g’—%) )

Ocigledno je x; = 1 reSenje poslednje jednacine. Na skupu x > 0iz # 1
jednacina je ekvivalentna jednacini izlozilaca

o423 =—-15 (x_?’ — g) ,

odakle je x! = 16. Njena (realna) reSenja su xo = 2 i 3 = —2. Posto imaju
smisla samo pozitivna resenja to je (z1,y1) = (1,1) i (x2,y2) = (2,1/8).
62. (3)

sin o 1 + cos a 2sin § cos § 14 cos® § — sin? g
1+ cosa sin o 1 4+ cos? % — sin? % 2 sin % cos%
et a 2 a
_ 281n2C082 2 cos 5
2 a - a
2 cos 5 281112C082

in & a
S 5 €os 5

a in &
COS 5 sin 5

2

sin? % + cos % 2

. le% 6% - . .
Sin 5 COS 3 S111 v

63. (4) %? = sinx, uz uslov v # § + km, k € Z. Data jednacina je
ekvivalentna disjunkciji jednacina sinz = 0 ili cosz = v/2/2. Resenja su
r=km,x==x5+2nr ke
64. (5) v. sliku

Neka je V' proizvoljan vrh tetraedra, C' podnozje visine iz V' na suprotnu
stranu i O centar opisane sfere. Kako je tetraedar pravilan, toje O i teziste
tetraedra, i time tacka O deli visinu VC' u razmeri 3 : 1. Ako je A proizvol-
jan drugi vrh tetraedra, tada je AC poluprec¢nik kruznice opisane oko baze,
jednak je 2/3 visine trougla baze. Iz trougla AACV primenom Pitagorine

teoreme sledi

1 1 2 1 1 1 V2
r=0C 4VC’ 4\/a (3@\/_ 2) 1 a 3@ 4\/§a
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Ako je b duzina stranice kocke upisane u sferu, tada je njena dijagonala /3b
jednaka precniku 2r sfere. Time je

2 a? a?
302 =4r? =4 2= tj. b= ——x.
T3 T Y 3v2
1993. jun

65. (1) Neka je L leva strana jednakosti, tada je

L} = 20+ 14v2 + 37/(20 + 14v/2)2(20 — 14v/2)
+37/(20 + 14v/2)(20 — 14v/2)2 + 20 — 14v/2
= 40 + 3/ (400 — 392)(20 + 14v/2) + 3/ (400 — 392)(20 — 14v/2)
— 40+ 6L,
odakle je L3 = 40 +6L. Kako je L? = 43 = 64 dobija se 40 +6L = 64, L = 4.

66. (2) Ekvivalentna eksponenecijalna jednacina je
3x_8:32—a}’ 32I_8_3x:327

smena 3% = t, daje 2 — 8 — 9 = 0. Dakle, t; = —1 = 3* = —1 §to nema
resenja; drugo reSenje daje to = 9, x = 2. ReSenje je v = 2.
67. (3) Ako je L leva strana, tada

tan a 4 tan 8

L = ta tan o — ta = ta tan b —
noa + tan Il(Oé‘i‘ﬁ) na+ tan 1 —tanatan 8

= (tana + tanp) (1 ! >

1 —tanatan g
—tanatan g3

= (¢ t
(tana + anﬂ)l —tanatan 3

= —tanatanftan(a + 3) = tanatan 5 tany.
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68. (4) Jednacina se moze transformisati na oblik
2sin 4z cos 2z = 3cos® 2z, 4sin 2z cos? 2z = 3 cos® 2z,

cos? 2z(3 — 4sin 27) = 0.

Poslednja jednacina je ekvivalentna disjunkeiji jednacina sin2z = 3/4 ili
cos? 2z = 0. Resenja suz = (—1)™Larcsin3 + 2% o =T 4+ 20 ;€ Z.
69. (5) v. sliku
Neka su a i b duzine osnovica i ¢ duzina kraka trapeza, tada je a + b =

c1 +dy + ¢o + dy = 2¢ i povrSina trapeza P = (a + b)R = 2cR. Neka je O
centar kruga, EF' tetiva, S srediste tetive i G srediste kraka BC'. Duz OG
je polovina srednje linije trapeza OG = ¢/2, sli¢ni su trouglovi AOSF ~
AGFO (pravougli i imaju dva jednaka ugla s normalnih kracima), tako da
je ,

t c AR

5 .R—R.Z, c= .
Time je P = 8R3/t.

1993. septembar

70. (1) Jednacina se moze predstaviti u obliku

4 Tr — 2 2z +1

(2x —3)(3z—2) 23x—-2) 5(2z-3)

izax# 2 x# 32 ekvivalentna je jednacini 40 — 5(2z — 3)(z — 2) = (2z +
1)2(3z — 2), 222% — 37z — 14 = 0, Cija su reSenja o1 = 2, X3 = —55.
71. (2) Data jednacina je ekvivalentna jednacini 7 + 2% = 2773 Ako

uvedemo smenu 2% = ¢, dobija se 8 = 7 + %, tj. 8t2 — Tt — 1 = 0. ReSenja

-
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poslednje jednacine su t; =11ty = —%. Drugo resenje ne dolazi u obzir jer
mora bitit >0, paje2*=11iz=0.
72. (3)

sinx 4+ sin 3z + sin2x +sindxr = 2sin2xcosx + 2sin 3z cosx

= 2cosz(sin 2z + sin 3x)

Y T
= 4sin — cos — coS Z.
2 2

II naéin.

b= 2 ¥ ¥ o 2% (c0s % eos)
= S1n B COS B S1n B COS2 = 2 SIn B COS 9 COS2

. bx T r . b
= 28111—-2(305:170085:4cosxcos§mn?.

73. (4) v. sliku

Oznacimo MN = QP = i M@Q = NP = y stranice pravougaonika
povrsine S, duzi DQ) = DP = BM = BN =1 i stranicu romba sa a. Tada
su sli¢ni trouglovi AMQ i OM N, a takode i trouglovi M BN i MOQ. Odavde
je

a—t y . 1
R x

Iz poslednje dve relacije nalazimo
jea?+1y?2=(2R)?ixy=2S9.
II nacin. DP = Rtang, PC = Rcot §

R

sin a2 cos &

a:DP—i-PC':R(tan%—i-cotg):
2

2
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Dalje je
) x Q@ Yy e o 2y
sin— = —, cos— =——, sin—cosa2=—
2 2R’ 2 2R’ 2 4R?%’

4R3

‘o a = RAR? _
paJea—Rzy = .

1993. septembar, II grupa

74. (1) Zamena u jednacinu daje
(2a—1)-25—15b+25=0, 10a—3b= 0.

75. (2) Iz prve jednacine je y = 1+ logg x. Drugu logaritmujmo sa osnovom
3: logy 2¥ = 12, ylogs x = 12. Smena daje

(1 + logs ) logs x = 12.

MoZe se uvesti nova oznaka t = log, z, i resiti kvadratna jednacina t?+t—12 =

0, iz koje je t; = —4, t, = 3. Dakle, loggz = —4 = 2 = 3= y = —3. Ako
je logsx = 3= x = 3*= y = 4. Resenja su (z,y) € {(27,4), (é) —-3)}.

IT nacin. Iz prve jednacine sledi logsz =y — 1, x = 3¥"!. Smena u drugu
jednacinu daje 3W—D¥ =312 42 — ¢ =12 (y —4)(y +3) = 0.
76. (3)

sin a sin S+cos a cos 8

cos asin 3 _ S« cos B
cos acos [+sin 8sin cos o sin ﬁ
sin a cos B

77. (4) Jednacina sinx(cosx — 1) = 0 je ekvivalentna disjunkciji jednacina
sinz = 0 ili cosx = 1. ReSenja su x = km, k € Z.

78. (5) = 0.

79. (6) Ako je s = “Ht¢ = 21/2 poluobim trougla, njegova povrsina se moze
dobiti iz Heronovog obrasca

P = \/s(s —a)(s —b)(s —c) = 21em?.
Najkraca visina trougla pada na najduzu stranicu, naime c, te je visina

2P 2-21-2 28 9
hc_7_715 _3—5,60m.

1994. juni
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80. (1) Za a # b # ¢ # a leva strana date jednakosti jednaka je

—(b—c)?—(a—c)?—(a—b)? —2(a®+b*+c —ab—bc— ca)
@-D-c—a) ~ @-Db-dlc—a

a desna
2b—c)(c—a)+2(a—0b)(c—a)+2(a—"Db)(b—rc)

(a—b)(b——c)(c—a) ’

o . . —2(a?4b%+c%—ab—bc—ca)
sto je takode jednako @ b=0(c—a

IT dokaz. Sabiranjem levih i desniﬁi strana jednakosti

b—c 1
(a—ba—c) a—-b a-c
c—a 1
(b—c)b—a) b—c b—a’
a—2> 1 1

(c—a)(c—=b) c—a c—b
81. (2) Za x > 8 jednacina postaje

logg Vo — 8 +log;y vV2z + 1 = logy 10,

tj. \/(x —8)(2z + 1) = 10, odnosno (x—8)(2x+1) = 100, tj. 222 —152—108 =

0. Resenja poslednje jednacine su x1 = 12 1 x5 = —4,5. Zbog uslova z > 8
samo je prvo resenje i resenje date jednacine.
82. (3)
9 . 9 . 9 sin? o cos* o + 2sin? a cos? a + sin «
cos"a+2sin"a +sin" - ——— = 5
cos? cos?
(cos® a + sin® av)? 1
o 2 o 2’
cos? cos?

pri tome je a # 5 + km, k € Z.

83. (4) Iz
i\ [dy\?
(5) +<2> = sl i E =100

Kako je dy +dy = 14, to je d? + d3 + 2d,dy = 196, pa je didy = 48, a povrsina
romba je P = dl—;? =24.
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84. (5) Za x = 2 imamo f(2) + 3f (%) =4,azax =3 f (%) +3f(2) =1
Ako drugu jedna¢inu pomnozimo sa —3 i dodamo prvoj dobijamo —8f(2) =
12 paje (2) = 4

1994. septembar

85. (1) Neophodno je da diskriminanta bude nenegativna:

D=4n*>—4(n—2)(n—3)=4(5n—6) >0, n>

ot O

Po Vijetovim formulama zbir korena jednacine je %, a proizvod Z—:g Oba
2n

korena su pozitivna ako i samo ako je =% > 0 i Z—:g > (. ResSenja prve
nejednacine sun < 0ili n > 2, a druge n < 2 ili n > 3. Dakle, treba da bude
n < 0ili n > 3, a imajudi u vidu uslov D > 0 mora da bude n > 3.

86. (2) Ako su posmatrane funkcije jednake, onda su za x > 0 i njihovi
izvodi jednaki, tj. " "

r  ar+b’
odakle je a = 0ilix = ax +0b,tj. a =1ib = 0. U prvom slucaju data
jednakost postaje b = logb i ne vazi ni za jedno b (jer je b > log, b za sve
b>0).

IT nac¢in. Ako z tezi ka 0, x — 0, dobija se logh = —oco, b = 0. Time je
alogx = log(ax), zamena = 1 daje 0 = loga, a = 1.

Ako je a = 1, b = 0 data jednakost je log, v = log, x i vazi za sve z > 0.
Dakle (a,b) = (1,0).

87. (3)
sin*a + cost o — 1 (sin? @ + cos? a)? — 2sin? avcos® a — 1
sin® a + cosb o — 1 (sin o 4 cos? a)3 — 3sin® o cos? a(sin® av + cos? ) — 1

—2sin? a cos? a 2

—3sinacos?a 3’

(a# km,a# 5 +ir, k1€ Z).

88. (4) Jednacina se moze napisati u obliku cosz(4sin®z — 3

) =0
je cosz = 0 ili sinx = i?. Resenja su z = § + km, z = £3 + 2Im,
x::i:%”—f—2m7r, k,l,m e Z.
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89. (5) Dijagonala A;Aj je stranica kvadrata A; A3AsA; upisanog u krug
poluprecnika 7, pa je A; Az = % = 5v/2cm.

Ako je r poluprecnik, a stranica i d trazena dijagonala, direktan rac¢un
daje a = 2R sin 78,

d= 2acosg =4rsinm8cos & = 2rsinnd = 5\/5.

1995. jun

90. (1) Iz druge jednacine sistema sledi z —y + 1 =1, tj. x = y, pa iz prve
dobijamo 15% = 225, tj. = y = 2. Resenje sistema je (2,2).

91. (2) Jednacina ima jednaka resenja ako je njena diskriminanta jednaka
nuli:

D=0 —4dac=(r—57—4(r+1)>=0, —3r*—-18r+21=0

—6++v36+28 —6++64
T2 = 5 = 5 = -3 %4,

ri=1, 1ry=-T.

92.3. (a)
V1+cos2a  Vsin®a +cos?a +cos2a —sin’a /2| cosal
= - - 1,
|v/2cos al V2| cos a V2| cos a

za cosa # 0, tj. a # 5 + km, k € Z.
(b) Ako je L izraz sa leve strane, tada

I sin* o + cos* @ — sin? o — cos?
sin® o + cosb o — sin?
2

a — cos? o
sin® a(sin® a — 1) + cos® acos? a — 1
P

sin? a(sin® o — 1) + cos? a(cos* a — 1)

—2sin? a cos? a 2

—sinacos? a(sin*a+1+cos2a+1) 3

Takode, moze se koristiti formula

6

sin® a + cos® a = (sin® a + cos® @) (sin® a — sin® x cos® a + cos® ).
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93. (4) Jednacina je ekvivalentna jednaéini

sinx sinz(1 — cos z)
—sinx = =
cos & cos

odnosno sinx = 0, cosx = 1, Sto vazi istovremeno, pa su resenja r = k,
ke Z.
94. (5) v. sliku

Neka je E tacka osnovice AB takva da je AE = BE = AD = DC'. Zbog
AFE = EC = EB trougao ABC je pravougli, a zbog EB =CD i EB || CD
cetvorougao AEC'D je romb. Povrsina trapeza ABCD je

1 ab 1 ab
P = Pypc+ 5 Papcp = - +

la_ 3.
2 9 "9 9 T 4™

IT nacin. Ako je F' podnozje visine iz temena C, iz slicnosti trouglova
AACB ~ ACFBsledib* = x-AB, z = b*/AC. Tz slitnosti AACB ~ AAFC
se dobija a®> =y - AB, y = a*>/AB. Sada kao poznata formula, ili iz sliénosti
AAFC ~ ACFB, sledi h? = xy = a*v*/(AB)?. Time je

_AB+AB/2 ab  3ab

P

2 AB 4

95.6. Mozemo eliminisati ¢ (i jedan uslov), ¢ = —a — b, tako da je
A+ 4+ (a+b)?=1 a®+b*+ab=1/2.
Kvadriranje leve i desne strane poslednje jednakosti daje

a* + b* + a®b* + 2a°6* + 2a°b + 2ab® = 1/4.
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Sada je

at+bt+ct = at + bt 4 (a+b)
= a'+ b+ a" + 4a’b + 6’V + 4ab® + b' = 1/2.

IT nacin. Odredimo vrednosti i za dva pomoc¢na izraza

(a+b+c)? = a®>+ b+ +2(ab+ be+ ca)
(ab+bc +ca)*> = a®b* +b*c + 2a® + 2abc(a + b+ c)
(@ + b +c*)? = a* + b+t + 20’0 + b’ + Fa?)

ab+bc+ca = —1/2

a’b* + b’ + c*a® = 1/4

at +bt+ct = 1/2.

III nacin. Tre¢i dokaz je kratak:
ad+bv=1-¢

2¢ — 1

a+b=—c = d+b+2ab=c = ab= 5

tako da je
at+ot+ct = (aP+ ) - 2a%0* +

2¢2 —1\? 1

1995. septembar

96. (1) Neophodno je da bude a + z > 0. Mnozenjem leve i desne strane
jednacine sa \/a + x dobija se a + x + \/(2a +z)(a+x) =a,tj.

\/(Qa +z)(a+ ) = —x.

Poslednja jednacina je za x < 0 ekvivalentna jednacini (2a + z)(a + z) = 22,

2% + 3ax + 2a% = 22, ¢ije je reSenje za a > 0, 1, = —%a. Kako za ovo resenje

vaze uslovia+x > 01ix <0, to je x1 = —%a i reSenje polazne jednacine.
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7. (2) Kako je (a + b)* = a® + b? + 2ab = Tab + 2ab = 9ab, to je |a + b| =

\/( a—l—b = v 9ab, pa je

la+0] log

1
©8 3 3

3vab 1
=3 log |ab| =

98. (3)
1

cost o + cos? o + sin® o +

COS (0%

sin? o
cos? o

1
- (oga| +log]b).

cos? a(cos? a + sin? ) + sin® a(cos2 a + 1)

cos? o

cost av + sin® av cos? o + sin® o

cos? a

cos? a

= 3 —5 :(305204,
COS“ @ + sIn” «

za cosa # 0, tj. a # § + km, k € Z.

cos? a(cos? a + sin® a) + sin® «

IT nac¢in. Slican je dokaz uz prethodno oslobadanje od razlomka

cos® o + cos? avsin? o + sin® v cos® a + sin? o
cos* o + sin® o cos® o + sin? a

COS2 «

99.

1

sin o + cos® a,

COS2 Q.

(4) Jednacina je ekvivalentna jednac¢ini 2sinzcosx — sinx = 0, sinx

(2cosz — 1) =0, pa je sinz = 0 ili cosx = % tj. v = km, ili v = £5 + 2,

k,leZ.
100. (5) v. sliku

Neka je O srediste kruga upisanog u trapez i AM = AE = x, DM =y,
CN =z, BN = BE =b. Uglovi FAD i ADC, a takode i EBC i BC'D su
suplementni i njihove simetrale se seku pod pravim uglom, pa su trouglovi
AOD i BOC pravougli i (Euklidov stav) vazi R? = xy i R?> = bz, pajey = %2

iz:R%,akakojey—kz:a,toizR?Q—I—R%:analazimodajex:%.
Povrsina trapeza je
(x+b)+a 2 ab+ b* — R?
P=-—"——— 2R=R|——=+b =aR——F—
2 R B
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101. (6) Kako je ¥ =1 — %, to je

2

2 2 2 2
x Y x x x x
— = (1-2) =2(2) 2541
f@) a2+62 a2+( a) (a) ajL

Kvadratna funkcija y = az? + ba + ¢ ima minimum za z7 = —2, yr = y(7).
Ovde se dobija 7 = £ i yp = 3. Dakle f(x) > 5. Jednakost vazi ako i samo
akojem:%,y:g.

1996. jun
102. (1)

(a* —2a+1)(c—b) + (* = 2b+1)(a —c) + (¢ —2c+ 1)(b— a)
(a—b)(a—c)(c—Db)

a’c —2ac+ ¢ — a®*b+ 2ab — b+ ab? — 2ab + a — b%c + 2bc — ¢ + bc?
(a —b)(a—c)(c—Db)

—2bc+b—ac® +2ac—a

ab® — a2b + b — b2c + ca? — ca
(a—b)(a—c)(c—D)

ab(b — a) + (b — a) + c(a® — b?)
(a—0b)(a—c)(c—1D)

(a — b)(—ab — ¢ + ac + be)

(a—b)(a—c)(c—D)
(a—b)(a—c)(c—Db) 1
(a—0b)(a—c)(c—0b) ’
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103. (2) MnoZenjem leve i desne strane jednacine 22**3 dobija se
4. (22?2 4 8. 220t 21 = 0.

Smenom y = 2%**1 se dobija kvadratna jednacina 4y? + Sy — 21 = 0, ¢ija
su reSenja y; = —7/2, §to ne daje (realno) resenje po z, iy = 2 = z =
%log2 3 — 1. Resenje je x = log, 3 — 1.

104. (3) Uvodi se smena

u =sin(—2z), v = tanby,

tako da imamo sistem od dve kvadratne jenacine sa dve nepoznate

3vV2 -1

2
3V2 -1
=

u? = (3—V2w =
v+ (3—V2)u =

Oduzimanjem dve poslednje jednacine se dobija sistem

3V2-1
u2 — (3 - \/§)U = \/_2 )
(u+v)(u—v—3+v2) = 0.
Poslednji sistem je ekvivalentan disjunkciji dva sistema

3vV2 -1
2 9

vo= —u;

3v2 -1
2 )
v o= u—3+V2.

I) Resenje prvog sistema. Zamena —u umesto v u prvoj jednacini daje

jednacinu
3W2—-1

u? + (3 — V2w 5

0.



RESENJA

Dalje je uy = ? = =—¥2 4 drugo resenje uy = _6%‘/5 = vy = &

2 2
(a) Dakle,

&

[

2
sin(—2z) = \g_, tan by = —
pa su reSenja

1 2 k
R L y:—farctani—i—w—.

8 27 5) 2 )
(b) Jednacina sin(—2x) = _6%@ nema resenja.

(IT) Resenje drugog sistema. Smena data drugom jedna¢inom daje

u2—(3—\/§)(u—3+\/§)—3‘/2:1:0,

x=(-1)

ili

23 — 15+/2
u2—(3—\/§)u+2\/—:0

Poslednja jednac¢ina nema reSenja jer je njena diskrimainatna negativna
D= (3—+2)2-2(23-15v2) = 24v/2 - 35 < 0.
105. (4) I nacin. Ako je [ izraz sa leve strane date jednakosti, tada

I = (sin®a + cos® a)(sin* a — sin® avcos® o + cos® a) + 3sin? a cos® a
= sin*a + 2sin® acos® a + cos* a

= (sin’a +cos’a)? = 1.

IT nacin.
I = sin*asin®a + cos® a(l —sin® a) + 3sin? a cos® a
= sin®a(sin® @ — cos® @) + cos® a + 3sin® a cos® a
= sin® a(sin® a — cos® @) - 1 + cos® a + 3sin” a cos® o
= sin*a+ cos’ a + 2sin’* acos® a = 1.
III nacin.
sin® o + cos® a + 3sin*acos’a = (sin®a + cos® a)?

= sin®a + 3sin* acos? o

+3sin® a cos* o + cos® o

= sin®a + 3sin? acos® -1 + cos® .
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106. (5) v. sliku
Duzinu odsecka AC' oznac¢imo sa x. Iz pravouglog trougla AAEC prema
Pitagorinoj teoremi sledi

EC =+VAC? — AE?2 = /22 — 144.

Kako je BE : EC =5:9, to je

14 14
BC =BE+ EC = KEO = gx/xQ — 144.

Povrsina trougla AABC' jednaka je %BD - AC, a takode i %AE - BC, tako
da izjednacavanje daje

1 1 14
Poslednja jednacina se moze napisati u obliku

3x = 5bvVax? — 144.

Kvadriranje daje 22 = 225, z = #+15. Zamenom u prethodnu jednaé¢inu
proveravamo da je x = 15 jedino resenje. Dakle, duzina strane AC' je 15.

1996. septembar

107. (1) Dati polinom je pozitivan za svako x ako je

r?—1 > 0,
(r—=17%-=(*=1) < 0.
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Prva nejednakost daje || > 1, dok je druga ekvivalentna sa (r — 1)(r — 1 —
r—1)<0,-2(r—1) <0,r > 1. Ako zamenimo jo$ vrednost r = 1, polinom
postaje identicki jednak 1. Dakle, sva resenja su data nejednac¢inom r > 1.
108. (2) Prema definiciji logaritma

257 = 2T — 4,
2° /2% = 2% — 4.
Smena y = 2% daje
2°fy =y —4,

y: — 4y — 32 = 0;

odakle se dobijaju resenja za y: y; = —4 1 yo = 8. 1z 2 = 8 se dobija jedino
resenje r = 3.
109. (3) Ako je I dati izraz, onda je

po (BE L E o) et
e —wme e e )7 ot
_ 1 sin?a — cos?a) cos? a — sin? «
N (sin2 a—cos2a 1 ) " sinfacos? a
1= (sin? @ — cos? a)?  cos?a — sin? a
n sin® o — cos? a sin? o cos? o

(1 —sin? a + cos? a)(1 + sin® a — cos? )

sin? o cos?

2cos? o - 2sin? « A
sin? o cos? v ’

Varijanta dokaza:

s (tan o + cot a)? — (tana — cot a)?  cos® a — sin® «
tan? o — cot? v sin? o cos?
tan? o + 2 tan a cot o + cot? a — tan? o + 2 tan . cot @ — cot? o
o sina _ cos?a
cos? o sin? «

cos? o — sin’ «

2

sin” « cos? o
4tanacot o cos?a — sin®

Ay oosd ' .
s o—cos” o sin? o cos? v
COS“ o s1In” o«
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4 2 .2
= - (cos” o — sin” ) = —4.
(sin® a — cos? a)(sin? a + cos? @) ( )

110. (4) Jednacina ima smisla ako je v # 7 + 7k, k € Z. Mnozenjem
jednagine sa cos? x, izrazom koji nije nula na domenu jednacine, i koriséenjem
formule sin? @ = 1 — cos? v, dobija se

8cos* x4+ 2cos’zr —3 =0.
Uz oznaku t = cos z dobija se bikvadratna jednacina
8t'+2t* =3 =0

C¢ija su reSenja t; = v/2/2 ity = —/2/2. Dakle, cosz = /2/2 ili cosz =
—v/2/2. Prva jednacina ima dva niza resenja

xz%—i—%m, n € Z; xz—%—i—%rk, ke Z.

Druga jednacina ima reSenja

3T 3
x:Z—I—Zﬁp, p € Z; x:—z+27rq, qeZ.
Sva nedena reSenja pripadaju domenu dopustivih vrednosti nepoznate po-
lazne jednacine. Sva reSenja se mogu zapisati jednom formulom
™ mm

=—4 — 7.
x 4—|—2,m€

111. (5) v. sliku
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Neka je ABC'D dati ¢etvorougao cije se dijagonale AC'i BD seku u tacki
F. Neka su K i L podnozja normala iz centra O, i istovremeno i sredine
dijagonala BD i AC respektivno, i neka je OK = 8cm, OL = 9cm. Trougao
AOKD je pravougli (polovina jednakokrakog trougla), tako da je

1
KD =+vOD?2 —0OK?2=+/172—-82 = 15cm = 5BD.

Sliéno je

LC =vVOC?2—-0IL2=+V172 - 92 = \/208cm—4\/_cm—§ C.

Cetvorougao OLF K je pravougaonik. Iz pravouglih trouglova AAF B, ABFC,
ACFD i AAFD se dobija

= 202 4 (4/T3—8)> = /4262 + 42(\/13 — 2)

— 46+ (VI3 —2)2  =4\/36+13 - 4VI3 +4
—4\/22-13—4\/E+1 = 4(2V/13 — 1)em,
— /242 + (4/1348)2 = 4(2V13 + 1)em
::V%2+ (4V/13—8)2 =2(3 Vf_knz
— /62 + (4/1348)2 =28+ V13)em.
1997. jun

112. (1) Racionalizacijom imenioca datog izraza I se dobija
;- vm+a/r+n—m—zyr—n
- \Wmtavrrn+vm—xvr—n
vm+ayvr+n—/m—x/r—n -
vm+zyvr+n—m—zyr—n

_ ((m+x)(x +n) —2y/(m? — 2?)(22 — n2) + (m — x)(z — n))

-2

(m+z)(x+n)—(m—2x)(r—n)

-2

mx+mn+x2+nx—2\/(m2—xz)(:z:2—n2)+m:c—mn—:z:2+nx
N mz +mn + 22 +nx — mx +mn + 12 —nx
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-2

B 2(m +n)x — 2\/(m2 — 22)(x? — n?)
B 2(z2 4+ mn)

2mn

B ((m+n)\/m_— \/(m2 —mn)(mn—n2))

2mn

<<m+n>¢m——m<m—n>>‘2

_ (W(ern—m—kn))_Q

2mn

()

IT nacin. Reciprociranjem i kvadriranjem sli¢no sledi

<\/m+a:\/:c+n+\/m—x\/x—n>2
vm+axyr+n—/m—ax/r—n

(m+z)(z+n)+ 2\/(m2 —22)(x2 —=n?)+ (m —z)(x —n)

(m+2x)(z+n)— 2\/(m2 —22)(2?2 —n?) 4+ (m —z)(x —n)

2(m+n)x + 2\/(m2 — 22) (2% — n?)

2(m+n)z — 2\/(m2 — 22) (2% — n?)

(m+n)y/mn ++/mn(m—mn)  2m m

(m +n)y/mn —/mn(m—n)  2n  n’

113. (2) Oblast definisanosti (dopustivih vrednosti) date jednacine je odredena
istovremenim vazenjem uslova

I =

1—222>0, 1—-222#1, x>0,
sto daje 0 < z < v/2/2. U tom domenu vazi

1 1
1= Zlog1_$2(1—2x2),

3

3
2 _ 3 2
log, (1 — 222)% g B2 S

tako da je polazna jednacina ekvivalentna sledecoj

3
log, g2z = 1 l0g;_2(1 — 227%) — 1 log, 9,2 2,
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1 — 222
log;_o,2 = log;_o,2 T3

xt = 1— 222

Jednaéina 8t + 2t — 1 = 0 ima reSenja t; = —1/2, ty = 1/4. Time je gornja
jednacina cetvrtog stepena ekvivalentna paru kvadratnih jednacina

Prva jednacina nema (realnih) resenja, a druga ima resenja x; = 1/2 1 2y =
—1/2. Za poslednje resenje polazna jednacina nije definisana, tako da je
x1 = 1/2 jedino resenje zadate jednacine.

IT nacin. Sliéno svodenje datih logaritama na logaritme sa jednakim os-
novama, npr. na prirodne logaritme, vodi do iste jednacine ¢etvrtog stepena

Inx 1 3 In2 ~ In(1—22%) —3In2
In(1—2x2) 4 4In(1—222)  4In(l —222)

4Inz = In(l—22%) —3In2,
Inz* = In(1-—22%)27%
8rt = 1-—22%

114. (3) Ako je L izraz s leve strane date jednakosti, tada
2
COS CM+SIH (6% COS x—sSIn ¢«
COS & Cos &
J Ccos x—sS1in & sin « J COS Oé+SiH (6]
COs «x COSs «x

2
COs ¢ —|— sin «v cos« — sin«
cosa — sin« cos & + sin «

: 2
cos o + sin o — (cosa—sma))

Veos2a — sin? a

2sin a ) 4sin? o

Vcos 2a cos2a

gde je —1 < tana < 1.
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IT nacin.
I l+tana 1 —tana

l1—tana 14+ tana
cos a+sin o cos a—sin o

_ cos cos o

- Ccos a—sin « + CcOos a+sin « 2

cos cos

cos o + sin a . cosa — sina 5

cosa —Ssino  cosa + sina

cos? a4+ 2 cos asin a + sin? o + cos?

a — 2cos asin a + sin? a

_ _9
cos? o — sin? «
2
cos 2«
2(cos? a + sin® a) — 2(cos? a — sin? @)
Cos 2«
4sin® o
cos2a

115. (4) Iz date jednacine

cos’r —sin®z — a(cosx —sinz) = 0,
(cosx —sinx)(cosx + sinx) — a(cosx —sinz) = 0,
(cosx —sinz)(cosz +sinz —a) = 0,
se dobija disjunkcija jednacina
sinz =cosz ili sinx 4 cosx = a.
Prva je, uz x # +7/2 + 2lm, ekvivalentna sa tanz = 1,
™
r=—+kr, kel
4
Sto je i reSenje polazne jednacine. Druga jednacina postaje
. . . T . s
sinx + cosx = sinx + sin(= — ) = 2sin — cos(x — —) = a,
2 4 4
T a
cos(x — —) = —=.
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Ako je a > /2, onda jednacina nema redenja. Ako je |a| < v/2, resenja su

2 1
T = iarccosa;/_ + (2k + 1)7?, ke Z;
$to je, u slucaju da je |a| < v/2, drugi skup resenja polazne jednacine.
IT nacin. cosz —sinz = 0, cosz —cos(§ —x) = 0, —2sin § cos(x —F) = 0,

cos(z — §) = 0. Druga jednacina se moze transformisati u oblik

V2 V2 V2
781111:4— 7cosx: 7@,

tj. sin(z + §) = ga,

2 2
w:arcsin7a+2k7r—%, x:W—arCSmT(z—l—Zlm—%,
I na¢in. Kvadriranjem jednacine sin x 4 cosx = a se dobija
.9 . 2, 2
sin“z + 2sinx cosx + cos” x = a”,
1 +sin2x = a?, sin2z=a*—1,
]. . 2 ™ 1 . 2
z=3 arcsin(a” — 1) + kr, x = 573 arcsin(a” — 1) +Im, k,l € Z.

(Moze se resavati i jednac¢ina cosx + /1 — cos? z = a.)

Medutim, sva dobijena resenja ne zadovoljavaju polaznu jednacinu. U
stvari, mi smo ovim resili dve jednacine sinx + cosz = *+a, te imamo visak
"resenja”. Kao ilustraciju uzmimo jednacinu z+1 = 2 koja ima jedno reSenje
x = 1, a jednacina dobijena kvadriranjem, kvadratna funkcija y = 22 nije
bijektivna, (z + 1) = 22 ima dva resenja x; = 1, 1, = —3, od kojih jedno
nije i reSenje polazne jednacine. Za jednacine koje imaju ista resenja se kaze
da su ekvivalentne.

Polazna jednacina je ekvivalentna sledecoj jednacini

= ok (1)

dok je kvadrirana jednacina ekvivalentna jednacini

cos(r —

sin2r = a® — 1. (2)
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Jednac¢ine (1) i (2) nemaju ista resenja. Za vrednost parametra a = —1
jednacina (1) ima resenja
S T oke, kez
r=+-m+ —
47T 4 7T7 Y
t.
r=02k+ 1w, x= —g—|—2l7r, k,leZ,
a jednacina (2) ima resenja
r=—-m, keq,
£,
s 3
r=2kmw, x= §+2l7r, r=mw+4+2mnr, = §7T+2n7r, k,l,m,n € Z.
Na intervalu [0, 27] jednacina (1) ima dva resenja, a jednacina (2) ima cetiri
resenja.
V2

Ako uvedemo novi parametar b = “a, |[b| < 1, resenja dobijaju nesto
jednostavniji oblik

Ry : IZ%:EELI“CCOS()‘FQ/{ZW, keZ,
1
Ry : r=g arcsin(2b® — 1) + km,
™ 1 ) 9
T=5 = iarcsm(Qb — 1) +lim, k,(leZ

Ako se zameni neka konkretna vrednost za parametar, npr. b = /2 /2, 2b* —
1 =0, dobija se

T T
Ry : x:ZiZ—I—ZkJW, k eZ,
Ry : x = km, $:g+lﬂ', k,l e,

tako da mozemo pretpostaviti da su koincidentna resenja iz R; ona sa znakom
7 — 7 sa prvim reSenjima iz Ry. Dakle, uz k = 0, treba dokazati jednakost

1
—arccos b + % =3 arcsin(26* — 1). (3)
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Najpre izvedimo nekoliko formula za inverzne trigonometrijske funkcije

arcsin(sina) = «, sin(arcsin A) = A, «a € [-m 7], Ae[-1,1].

Neka je
sinae = A, « = arcsin A.
Iz cos(§ — a) = sin a sledi
. s
arcsin A 4 arccos A = 5
Takode,

cosarcsin A = :I:\/l — (sinarcsin A)?2 = +v1 — A2

Iz sin 2ac = 2 sin v cos a se dobija

2 = arcsin(2A cos @)
2arcsin A = arcsin(2Av1 — A2?).

Dalje,

arcsin A + arcsin B = arcsin[sin(arcsin A + arcsin B)]

= arcsin[A - cosarcsin B + B - cos arcsin A|

= arcsin[AV1 — B2+ BV1 — A?).

Sada jednakost (3) postaje

1
arccosh — — 4+ &= — = arcsin(2b® — 1) =

0

2 4 2 ’
2arcsinb — g —arcsin(26® — 1) = 0,
arcsin(2bv/1 — b2) — arcsin(2b® — 1) = g,

arcsin (Qb\/l — 51— (207 — 1) — (2% — 1))/T— 402(1 — b2)) -

arcsin (21)\/1 — b2/4b2 — 4b — (2(;2 —1)/(1— 2b2)2) _

MR
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Ako je |1 — 2b?] = 1 — 2b?, konacno se dobija identitet
arcsin (4b2(1 —b*) + (1 — 2b2)2) = arcsin(4b® — 4b* 4+ 1 — 4b* 4 4b*)
= arcsinl = .
2

116. (5) v. sliku
Oznacimo sa N presek prave AM i stranice BC'. Neka je h visina trougla
AABN na stranicu AB, i neka je H visina trapeza OABCD. Povrsina

trapeza je

TR

a povrsina trougla AABN je jednaka % - 8h = 4h. Prema uslovu zadatka,
povrsina trougla je 4 puta manja od povrsine trapeza, tj. 6 = 16h, odnosno,
% = %. Trouglovi A ANB i AMNC su sli¢éni jer imaju jednake unakrsne i

naizmenicne uglove. Iz njihove sli¢nosti sledi

AB _ CM

h  H-—h

H—h H 40
M=AB - — " =8~ 1) = —.
¢ i =s(m =3

1997. septembar

117. (1) Neka je o = \/a—i—\/l_)+ \/a— Vb, tada je

/2 —
7t = a+\/5+2\/a2—b+a—\/l_):4&+7ab,

2
a++va*—b
—

r = 2
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Dakle,
JaZ —
Va+vb+va— Vb= 2\/a+2ab,
sli¢no,

R N R

Zbir, odnosno razlika poslednje dve jednakosti daje trazeni identitet.
IInacin. Kvadriranjem zadatih identiteta se dobija ekvivalentan ocigledan
identitet

7 _ 2 _ (42 _ _JZ b
ai b — a+\/2a bi2 a (Z b)_l_a \/Qa

= 22‘11\/5.

I1; nacin.

Va2 —b  yJat—(a? -0 —Vaz=b
ot Vb = \LF S £2 ; ), ¢ >

2

2
n a—+va2—=>
2

2
a+\/a2—b> i2\/a+\/oz2—b\/a—\/az—b
2 2

\/a—i—\/a?—bi\/a—\/a?—b
2 2

118. (2)

logy® = log8

logy(aH»l)/(xfl) 10g47
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tj.
ym =8, y(z+1)/(r—1) — 4
Sada je -
y@+D/@=1) — (@)D = 85D = 2561,
tako da je
3z+3
2z-1 = 22,
3r+3
OTES 8432229 2% —5r—3=0,
z(z —1)
SEv25+24 H5&E7 1
T12 = = ) T1 = —3, $2:3,
’ 4 4 2
y71/2 _ 23 — (276)71/2’ Y = 276 — 1/64,
yS = 237 Y2 = 2.
IT na¢in. Najpre je
logy 3
log2 =z
logy 9. T~ 1
log2 r+1’
tako da je
3 -1
2ot TS 92 5p 3=
T z+1

Varijanta ovog resenja je da se mogao izracunati logy iz obe jednacine, i
zatim izjednaciti desne strane jednacina. icme se eliminise nepoznata v.

I1I nacin. Sistem jednacina y* = 23, y®+1/@=1) = 4 regava se smenom
promenljive iz prve jednacine y = 2%/* u drugu jednacinu

119. (3)
: : : 1 :
sin 20° sin 40° sin 80° = 5 (cos 20° — cos 60°) sin 80°

1
= 3 (cos 20° sin 80° — cos 60° sin 80°)
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171 1
= 3 5(smmoo+sin(~300)—5(51111400+sin200)

1
= Z(sin 100° + sin 60° — sin 140? — sin 20°)

1 3
= (sin80° —sin40° — sin20° + \2[)
31
_ \é/g_ + Z(sin 80° — sin 40 — sin 20°).

Dakle, data jednakost je ekvivalentna sledec¢oj

sin 20° + sin40° = sin&80°,
sin 80° — sin40° = sin20°,

2cos60? sin20° = sin20°,
1
2 - 3 sin20° = sin 20°,

Sto je identitet.
120. (4) v. sliku
Neka je P povrsina i P(BLQ) = z. Tada je P(LCQ) =2z iz = 1/3.
Sliéno, ako je P(AKQ) =y, onda je P(KBQ) = 2y. Ako je P(AQC) = z,
tada
20z+y)=3x+2y, 22=3x, z=23z/2,

z42x =2z +3y), z=06y, y:%:

> 8

Dakle,

3 3
P(ABC) = 3x+3y+z:3x+1x+§x
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122 + 3x + 62 21z 7

4 44
IT na¢in. Posmatrajmo pravu LM kroz tacku L paralelnu pravoj CK. Iz
slicnosti trouglova AMBL i AK BC sledi

BM  BL 1 1 2 2
BK BC 3% 3 3 9
AM:;AB.

Iz slicnosti trouglova AAKQ i AAM L nalazimo

AQ AK iAB 3 4
AL~ AM IAB T QL =gzAL

Sem toga,
P(BQC) = P(BQL)+ P(QLC)

1 1
= EBL -QLsin /BQL + §LC’ -QLsin /QLC

_ ;L (;BL . ALsin /BLQ + ;LC . ALsin ZQLO)
A 4
= Z(P(ABL) + P(ALC)) = S P(ABC),

stoga je
P(ABC) = ZP(BQC) _ Z

IIT nac¢in. Koristimo poznato tvrdenje: ako je AK : KB = m : n, tada je

Cik =" cay "

m-+n m-+n

CB.
U naSem slucaju je: AL = %A@ + %A_C, pa je

— — 2 — — 2 - — — —
AQ = pAL = ?NAB n %AC - 3“ 3AK + gAC — oAk + %AC’.
S druge strane je AQ = MAC + (1— A)A}(. Dakle, A = £i 11—\ = 2y,

odakle se nalazi = 2. Iz AQ = 2AL dobijamo % = I. Trouglovi ABC'i
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BCQ imaju zajednicku osnovicu BC, pa je odnos njihovih povrsina jednak
odnosu visina hy i hq iz temena A i ) na osnovicu BC'. Dakle,

PAABC_hA_AL_7

PABC’Q N hQ _@_4.

121. (5) U dokazu ¢emo koristiti sledeé¢i kombinatorni princip: Broj nezav-
isnih moguénosti se mnozi. Neparnih cifara (brojki) ima pet: 1, 3,5, 7, 9; a
isto toliko i parnih 0, 2, 4, 6, 8. Neka je abcdef neki broj, gde su a, b, ¢, d, e, f
neke od brojki 0,1,2,...,9. Na mestu cifre a moze stajati bilo koja od pet
neparnih cifri 1,3,5,7,9, a mestu b moze stajati bilo koja od preostale cetiri
neparne cifre, i na mestu ¢ — bilo koja od preostale tri. Takvih kombinacija
ima 5 -4 -3. Na mestima d, e, f moze stajati bilo koja od pet parnih bro-
jki 0,2,4,6,8, tako da je broj moguénosti 5 -5 - 5. Brojeva kojima je prva
trojka sastavljena od neparnih i razlicitih brojki, a druga trojka od parnih
ima 5-4-3-5-5-5 = 7500. Medu tim brojevima ima onih kojima je na
tre¢em mestu 7, a na cetvrtom 8. Slicnim zakljuc¢ivanjem se dobija da takvih
brojeva ima 4 - 3 -5 -5 = 300. Dakle, sre¢nih karata ima 7500 — 300 = 7200.

1998. jun

122. (1) Transformisimo levu stranu date jednakosti

L = \/x2+3x4y2+\/y2+3x2y4
= \/f’/ﬁ(\?’/ﬁ+\?/y7>+\/\:"/;(\3/?+ﬁ>
_ (Wﬂt{‘/@w:a,

tako da je 2%/3 + 3?/3 = a?/3.
IT na¢in. Kvadriranjem obeju strana jednakosti se dobija

z* + \3/J:Ty2 + 2\/(x2 4+ w/392/3) (y2 + 22/3yA3) 1o + a2yt = P
w2 4 328 4 2\/(x8/3y4/3 22y 1 pA3y83) 4 BB L = g2
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2?4 2B3y? 4+ 2\/@4/3?/2/3 + x2/3y4/3)2 + 2?3y 3 4P

123. (2) Prvi sistem nejednacina

r+4 2v —1

0< <1,

log,

odnosno

2z — 1

O<r+4+4<2, —
3+ x

> 1,
ili, ekvivalentno,

4 <z <=2,

4 <r< -2

>
3+ x

(2= ) +3)

22 +3$4/3y2/3 + 3x2/3y4/3 —i—y2
2
(xz/s + y2/3>

20— 1
3+ x

20 — 1
082 3+ x

> 0,

Y

2v — 1
3+ x

2z — 1)z +3)

>0
2 )

20 —1—-22—6
3+

>0,

1
r+3 <0, x—§<0;

daje x €] — 4, —3]. Sli¢no se resava drugi sistem nejednacina

r+4 20 — 1 20 — 1 2¢ — 1
>1, 1 >0 —— >0, 1 <1;
2 ) ng 3+$ ) 3+ZL‘ 9 ng 3+ZL‘ )
tj.
20 — 1 1 20 — 1
> —2 >1 2z - = 3) >0 < 2
X b I+3 ) (‘T 2)(‘r+> ) 3+I 9
ili
20 —1—2x—3 1 20 —1—2x—6
> —2 >0 - = 3)>0
z—4 1
-9 _ = .
x> =2, x+3>0’ (x 2)(x4—3)>0, 3+x>0;
1
x>-=2, =>4, x> x> —3;

57
odnosno z €]4, +00[. Resenje je | — 4, —3[U]4, +o0].

> 2

> 0;

?

82

< 0;
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124. (3) Ako se uvede smena (/x/y =t prva jednac¢ina postaje

1_5 54v25—16 543
tr- ==, 22 —5t4+2=0, t;o= _ 7
t 2 g 4 1
t1 = 3, ta = 2. Prvo resenje daje 2 = Ly = 4z, akako je z +y = 5,

T

dobija se (z,y) = (1,4). Drugo resenje daje s =4, (x,y) = (4,1). Resenja

su {(1,4),(4,1)}.
IT na¢in. Kvadriranjem leve i desne strane prve jednacine se dobija
25 242 25 22 25
y Ay 52 (z+y) T g2

x
i+2+— = —, == ; - 9
Y x 4 xy 4 xy 4

gde se iskoristi druga jednacina

25 25
—=—, ay=4
Ty 4
Dakle, dobijen je sistem jednacina z +y = 5, zy = 4.
IT, na¢in. Smena y = 5 — x u jedan od oblika prve jednacine daje jednu
kvadratnu jednacinu sa jednom promenljivom z? — 5z + 4 = 0.
125. (4)

tan 2 + tan «

tan3a = tan(2a + o) =
( + ) 1 — tan 2 tan «
2tan o

1—tan? o +tana

1— 2tan o
1—tan? o

-tan o

_ 2tana+tana — tan® o _ 3tana — tan® o
1—tan?a — 2tan?a 1 —3tan?a
3 — tan? «

1—3tan’a’

= tanao

II nacin. U veéim tablicama se nalazi formula

3tan a — tan® «
1 —3tan?«

tan 3a =

IIT nacin.

I — sin(2a + a) cos a

cos(2a + a) sin o
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(sin 2ax cos v + cos 2asin ) cos a

(cos2a cos a — sin 2ar sin ) sin o

2 sin v cos® ar + sin v cos® o — sin® o cos

3

a cosa — 2sin® o cos o

a — sin® acos o

sin o cos® o — sin
3 sin a cos®

sin o cos? o — 3sin® v cos o
3 — tan®
1 —3tan?a’

126. (5) v. sliku

Dovoljno je dokazati da je povrSina paralelograma koji se dobija spa-
janjem sredina susednih stranica konveksnog cetvorougla jednaka polovini
povrsine datog cetvorougla. Neka su OABC'D i OA, B;C4 D, dati ¢etvorouglovi
i koincidentne sredine odgovarajucih stranica P = ABN A1 By, Q = BC' N
BCi, R=CDnC\Dy, S=DAnN DA;. Cetvorougao OPQRS je par-
alelogram jer su njegove stranice PQ) i RS srednje linije trouglova AABC' i
ACDA redom, pa su paralelne sa dijagonalom AC' i dva puta krace od nje.
Neka je P(-) oznaka za povrsinu. Slicna dva puta manja figura ima Cetiri
puta manju povrsinu tako da je

P(APQB)+ P(ARSD) = iP(AABC) + iP(ACAD) = iP(DABCD).
Slicno je

P(AQRC) + P(ASPA) = ;P(DABCD),

P(OPQRS) = P(OABCD)— P(AAPS) — P(ABQP)
—P(ACRQ) — P(ADSR)
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— P(DABCD) — iP(DABCD) - iP(DABCD)
- ;P(DABOD).

Dakle 1
P(OABCD) = §P(E\PQRS) = P(OA,B,C, D).

IT nacin. Kako je dijagonala AC' paralelna i dva puta duza od srednjih
linija PQ i RS u odgovaraju¢im trouglovima, a isto vazi i za dijagonalu
A;CYq, to je AC paralelna i jednake duzine sa A,C1, tj. AC#A;C,. Takode,
BD#B;D;. Vazi osobina: Ako dva ¢etvorougla imaju paralelne i jednakih
duzina dijagonale, onda oni imaju jednake povrsine. Naime, ako su d; i dy
dijagonale cetvorougla i ¢ ugao izmedu njih, onda je povrsina cetvorougla

1
P = §d1d2 sin .

Ova formula se brzo dobija iz formula za povrsinu dva trougla na koje dijag-
onala deli ¢etvorougao.

1998. septembar

127. (1) Ako je L izraz sa leve strane

(b—1)(b—2) b—l./b— b12) b2
L = -

(b+1)(b+2)— (b+ ) b+2 2

b—1 b—2—/(b—2)(b+2)Vb+2
b+1 py2—\/(b—2)(b+2) Vb—2
b—1 Vb—2—-Vb+2

b+1 Vbt2—vb-—2

1—b

1+b

128. (2) Data bikvadratna jednac¢ina ima resenja

— 4 \/2a—1ix/1—4a+4a2—4a2+4

—i\/a— a

X
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a) Jednac¢ina nema resenja ako je 5/4 < a, tj. a €]5/4,+o0|, ili a < 5/4
ali a — % + % —a <0, tj. ,/% —a< % — a. Ova jednakost vazi samo ako je
a < 1/2, kvadriranje leve i desne strane daje a*> > 1, |a| > 1. Uzimajuéi u
obzir da je a < 1/2 dobija se a €] — 0o, —1[. Dakle, jednac¢ina nema realnih
resenja ako je a €] — oo, —1[U]5/4, +0o0.

b) Kako je z = +.+/-, jednac¢ina ima samo jedno resenje x = 0 ako je
a — % + \/3 —a = 0, tj. \/% —a = % — a. Ova jednakost ima smisla samo
ako je a < 1/2. Kvadriranjem leve i desne strane, posle transformacija se
dobija a? = 1, a = £1. Dakle a = 1. Ako je z = 0 reSenje dobijeno iz
o—1-i-
drugih realnih resenja koja se dobijaju iz a — % + ,/% —a = 1. Jednacina ima
tacno jedno realno resenje za a = —1.

c) Ako je

1 /5 1 /5 )
- = -—1 i ———/=--1 ili = -
a 2—1— 1 >0 i a 5 1 <0, ili a 1

jednacina ima dva reSenja. Gornje dve nejednakosti daju

1_,.o/° 1_/5
2a 4a,a2 4&.

Druga od nejednakosti vazi za sve a < 1/2, kao i za a > 1/2 ako je a® < 1,
1/2 < a < 1. Dakle, druga nejednakost vazi za sve a €] — oo, 1[. Prva
nejednakost vazi za sve 5/4 > a > 1/2, kao i za a < 1/2 ako je a® < 1,
—1 < a < 1/2. Dakle, prva nejednaksot vazi za sve a €| — 1,5/4[. Jednacina
ima ta¢no dva realna resenja ako vaze obe nejednakosti, tj. a €] —1, 1] ili ako
je a =>5/4.

d) Jednac¢ina ima tri resenja ako je

1 15 1 5
a 2—1— 1 >0 1 «a 5 1 a

Prvi od uslova vazi za a €] — 1,5/4], videti ¢). Drugi uslov je ekvivalentan

a — % = \/g — a, odakle mora biti a > % Kvadriranjem leve i desne strane

ove jednakosti se dobija a® = 1, |a| = 1, a kako je a > 1/2 dobija se a = 1.
Ova vrednost zadovoljava i prvi od uslova. Jednacina ima tri realna resenja
ako je a = 1.

a = 0, slicno kao gore sledi a = 1, ali tada jednacina ima i
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e) Ako je a €]1,5/4[ onda jednacina ima ¢etiri realna resenja.
129. (3) Uvodenjem smena u = x,/y, v = y/« sistem postaje

u4v==6, u*+v*=20.
Kvadriranjem leve i desne strane prve jednacine, uz koris¢enje druge daje
u? 4 2uv +v* =36, 20+ 2uv =36, wuv=S_.

Time je uv = 2%/%y%? = 8, x'/?y"/? = 2, xy = 4. Druga jednacina zadatog
sistema daje 4x + 4y = 20, x +y =5, y = 5 — x. Konac¢no

v(5—1)=4, 2°-5x+4=0 xz,=1 xo=4.

Resenja su (z,y) € {(1,4),(4,1) }.
130. (4) Ako je I dati izraz, tada je

_ 2sin(n + 2)a cos 2a +sin(n + 2)a
"~ 2cos(n + 2)a cos 2a + cos(n + 2)a

131. v. sliku

(5) Neka su a i b duzine kateta pravouglog trougla AABC, ¢ duzina
hipotenuze, a r i R poluprecnici upisane i opisane kruznice. Sredina S
hipotenuze AB je centar opisane kruznice, jer je ugao nad prec¢nikom kruga
prav, tako da je 2R = c¢. Neka je O centar upisane kruznice i neka su Ay,
B i €] tacke dodira upisane kruznice i stranica BC', CA i AB redom. Ko-
riste¢i osobinu jednakosti duzina tangentnih linija na kruznicu, ako su te
linije povucene iz iste tacke, dobija se

ACleBleO—CBlzb—T
BClzBAlzBC’—C’Alza—r
c=AC+CiB=a+b—2r

= tan(n + 2)a.
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takodaje2r=a+b—c Timeje2R+2r=c+a+b—c=a+0b.
2000. jun

132. (1) Svi koreni u datom izrazu I, pod uslovima zadatka, su definisani.
Nejednakost m —x > 0 se ekvivalentnim transformacijama svodi na osnovnu
nejednakost

2
m > x, mZ#, n*+1>2n, (n—172>0
n‘+1
Sada je
7 — vm+rz+ym—x ym+xz+m—=zx

vm+z—ym—x ym+zx+/m—zx
m+a:+2\/(m+x)(m—a:)+m—a:
m+x—m+x
2m + 2v/m? — 12
2z
m—+vm? — x?

T

/o2 4m?2n?2
m + m (TL2+1)2

2mn
n2+1

m(n® + 1) +my/(n? + 1)2 — dn?
2mn
n?+1+vVnt+2n2+1—4n2
2n
n?+1+4/(n?—1)2
2n
n*+1+|n* -1
2n
n?4+1+1—n?
2n

1
-
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II nacin.

IIT nacin.

[2

89

m+x+2vm2—z2+m—zx
m+x—2vVm2—22+m—=x
m+/m? — (igi?;

_ 4m?2n?
(n2+1>

n+14+1—n
n?+1—1+n?
1 1

=~
n2’ n

vm+x+vm—x

\/ . 2mn +\/ 2mn
m m— ——
n?+1 n?+1

1
+1) n?+1
m
9 [T
\| n2 4+ 1

= Vm+x—+vVm—x

m(n? +2n+ 1) \/m(n2 —2n+1)

n?+1 n?2+1

+ (1 —n) o

m A 1
2n, | ——, — =
n?+1 B n
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133. (2) Kako je 1+ log8 = log 10 + log 8 = log 80 imamo
log(2® +y*) = log80

logx—i_y = log3
x—y
.
2%+ y? = 80, iJ—rZ:?"

Iz druge jednacine se dobija x +y = 3z — 3y, * = 2y. Smena u prvu
jednac¢inu daje 4y? + y? = 80, y? = 16, y1 = —4, y» = 4. Dalje je 1 = —8,
ro = 8. Negativna resenja ne zadovoljavaju polaznu jednacinu jer se dobija
log(z 4+ y) = log(—8 — 4) = log(—12) logaritam negativnog broja. ReSenje
sistema jednacina je (x,y) = (8,4).

134. (3) Ako se iskoristi formula

cos2x = cos’z —sin®x = 2cos’z — 1 =1 — 2sin? z,

dati izraz I postaje

I = \/4cos4x—6(2(:082x— 1) +3+\/4sin4x+6(1 —2sin’x) + 3

= \/4cos4x—12(3032x+9+\/4sin4x—1251n2x—|—9
= \/(2COS2$— 3)2 + \/(2sin2x —3)2
2 cos® x — 3| + [2sin®z — 3|
= 3—2cos’r+3—2sin’x
= 6 — 2(cos®x +sin’ 1)

= 4

IT nac¢in. Svodenje na kosinus dvostrukog ugla daje

I = \/(QCOSQx)2—60052x+3+\/(QSinQQ:)2+6COSQx+3
= \/(1+0052x)2—60052x+3+\/(1—0052x)2+6c082m+3
= V4 —4cos2x + cos? 22 + V4 + 4cos 2z + cos? 2z
= \/(2 — cos2x)? + \/(2 + cos 2x)?
= |2 —cos2z| + |2 + cos 2z|
= 2—cos2x + 2+ cos2x
= 4.
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IIT naéin.

I = \/4 cos?x(1 — sin®z) — 6(cos?x — sin*x) + 3

—i—\/4 cos2x(1 — sin® ) + 6(cos2x — sinx) + 3
- \/3(2 sinz + 1) — 2cos? x(2sin®z + 1)
+\/3(2 cos?z + 1) — 2sin® z(2cos? x + 1)
- \/(3 —2cos?z)(2sin® x4+ 1) + \/(3 —2sin?z)(2cos?x + 1)

— /B —2cos?2)? + /(3 — 2sin>x)?
_

IV nacin. Kvadriranje datog izraza vodi resenju duzim putem.
135. (4) Jednacina nema resenja zato $to vazi sledeca dvostruka nejednakost

<sin®x + cosbx < 1.

]

Druga nejednakost (irelevantna za ovaj zadatak ali se navodi radi potpunosti
nejednakosti) se dokazuje direktno

sin®x + cos®z = sin*z — sin® x cos® z + cos* x

< sin*z + 2sin® z cos® x + cos x

= (sin®z + cos® z)?
= 1.

Prva nejednakost se dobija tako sto se odredi minimum kvadratne funkcije
y=sin®z+cos®z =3cos'z —3cos’xr +1=3t2—3t+ 1.
Najmanja vrednost y.i, se dostize za

b -3 1 1
tT:—%I—ﬁzij COSQ$:§, COSJ}::l:i I::l:

iiznosiymin:y(xT):y(%):3&_3.%4_1:%
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IT na¢in. Formula za zbir kubova daje

(sin? 2 4 cos® x)(sin* # — sin® x cos® x + cos* 1) =

sin*z —sin?zcos’x + costx =

(1 —cos’x)? — (1 — cos®x) cos’ & + cos*z =

1—2cos?z +costx —cos®x + cos*z + cos*z =

S |~~~

7
3cos*x — 3cos®x + 3
Smena t = cos? z daje kvadratnu jednacinu

3t2—3t+;:0,

¢ija resenja su par konjugovano—kompleksnih brojeva

3£,9-4-3.T 3x,/-2
-z

6

t1o =

Medutim, cos? x je uvek (nenegativan) realan broj tako da zadata jednacina
nema resenja.

Do iste bikvadratne jednacine po cos x se dolazi i primenom opsteg prin-
cipa o smanjivanju broja funkcija ve¢ u pocetnoj formuli, i prelaskom
na jednacinu po kosinisima

1
(1 —cos?x)® + cos® z = 3
[T na¢in. Dopuna do kuba binoma daje

sin x + 3sin? z cos® & + 3sin® x cos?

6r —3sin*xcos®r — 3sin®zcos*s =

+ cos
(sin®z + cos® 1)? — 3sin? x cos® x(sin®z + cos®’ 1) =

1 —3sin?zcos’zr =

0|~ OO —Ooo|
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8 — 24sinzcos’s = 1
i 7
4sin?2r = =
6
) 7
sin?2x = —.
6
Poslednja jednacina nema resenja zato §to je |sin2z| < 11 sin?2x < 1. Ako
se gore u petoj jednacini iskoriste formule sin® x = 1=5322 j cos? x = 120
sa nesto vise racuna se dobija jednacina po cos 2x.
IV nacin. Postupno snizavanje reda jednacine.
1
sin® z 4 cos® 2(1 — sin*z) = 3
. . 1
sin® z + cos'z — cos* rsin®x = 3
. . 1
sin® 7(sin*z — cos* ) + cos'r = =
8
1
sin? z(sin® x — cos? x) + cos® (1 — sin’z) = 3
.4 .2 2 2 1
sin“x — 2sin“xcos“z +cos“x = 3
.2 2 .2 2 2 1
sinz(1 — cos®x) — 2sin“ x cos” x + cos“x = 3
. 9 .2 2 2 1
sin“x — 3sin“xcos“z +cos“xr = 3’ etc.

136. (5) Primetimo da definisana operacija ima svojstvo da ako je k =
a’ + b + 2, tada je

2 2
(a\;%b> + <a\;§b> +=d>+ b+ =k,

ciklicno vazi i za preostale dve trojke. Dakle, zbir kvadrata komponenata
ostaje nepromenjen prilikom primene gornje operacije. Drugacije receno, k
je invarijanta date operacije. Kako je

22 + (V2)* + <\}§> #17+ (V2)2 + (1 + V2)?

to se iz trojke 2,v/2, % ne moze dobiti trojka 1,v/2,1 + v/2.
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IT nacin. Dovoljno je ispisati tri trojke iz definicije

(2%\/52?/%/5;5) - <1+\/§,\/§—1,\f>,

2+ 75 2—- 75\ 1 1

( \/5 7\/57 \/5 )_(\/5+27\/§7\/__2>7
V2+55 V2- 5\ 11

(27 \/5 ) \/§ )_<271+271_2>7

pa videti da se sve tri slike razlikuju od trojke koja je ponudena kao rezultat
operacije.

Ovaj direktni pristup od originala ka slikama se moze zameniti duzim
indirektnim pristupom u kome se polazi od slike i trazi original. Naime,
trebalo bi resiti tri sistema linearnih jednacina

atb __ a—b __ .
EARR I

[II nac¢in. Pitanje implicitno podrazumeva da se trojke

{2,\/5, } - {1,v2,1+ V2]

1
V2
mogu permutovati. Preciznije pitanje glasi: Da li se od neke od trojki

1 1 1
227\/57 ﬁ; ) 22727\/53 ) §ﬁ727\/§; )
1 1 1
\/577272 ﬁ?za\/ﬁ ﬁ’ﬁ’2

primenom date operacije moze dobiti neka od trojki

1,v2,1+2), 1,1++2,v2), V2,1,1++2),
V2,1+2,1 1+v2,1,/2 1++v2,v2,1

Zadatak je lakse resiti zanemarujuci poredak komponenata. Data operacija
¢uva nepromenjenom jednu od komponenata, ako se uporede trojka 2, v/2, %

Y )

9 )
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sa trojkom 1, \/_ 1+2 ocigledno se ponavlja samo V2. Dakle, od para 2
treba da se dobije par 1,1 + /2

= o sh {EL I s va),

Kakojel>01i1++2>0, tomorabitix>yist0gax:2,y:%. Sem

Vs

togalzx—}y> f Yi1+4++2>1sledi

x+y:1+\/§ x—yzl’

V2 T2

sto je netacno

2+ 5 2v/2+1 1

NG 2
2—- %5 2/2-1 1

= —V2-2 # 1
V2 2 2

2000. septembar

137. (1) Ako je I dati izraz, tada, uzimajuéi u obzir da je ay/a + bv/b =
(Va)* + (Vb)?, vazi

[ - (Wﬂﬁ)(a—mm_ﬁ) <f+\/>

Va+b a—"D
Va+vb\’
= (a—w%+b)<a_b>
— (a-vipEEE
(a—1b)?
((va—vb)(va+ Vb))
(a—b)?
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138. (2) Dati sistem je ekvivalentan sledeé¢em

4
logy = logy( + y)?
logy (2 +y)(2® =2y +9°) = log,?2,
tj.
o4
y?
Iz prve jednacine sledi © = —y +2/,/y. Ta smena u drugu jednacinu daje

3
(2 ) + 9 2
7_y f—
VY
8 4 2
— = 3-y+3—y -y + ¢’

UvY Y VY

— —6+3y/y = 1.
yVY Ve

(z +y) 2t +yt =2,

Nova smena y*/? = t i oslobadanje od razlomka daje kvadratnu jednac¢inu

3t2 —Tt+4=0,

Cija su resenja t;o = %, th =1, 1y = %. Dakle, y; = tf/?’ =1, 1 = 1,

pa je resenje (z,y) = (1,1). Drugo refenje je yo = t/° = ($)%3, xp =
(1P — (495
139. (3) Ako je I dati izraz, tada je

I +cos2(a+ ) 1+cos2(a—f)

I = 5 + 5 — cos2acos 23
2 2(a —
= 1+ cos2(a + ) ;— cos2(a = f) — cos 2accos 2[3
= 1+ cos2acos2f — cos2acos2f
= 1

IT nacin.

I = (cosacosf —sinasinB)? + (cosacos 3 + sin asin 5)?
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—(cos® a — sin? @) (cos? B — sin? B)
= cos®acos® i — 2 cos acos fsin asin 8 + sin® asin? 8

2 avcos® B+ 2 cos acos Bsin asin B + sin? asin® 8

—+ cos

— cos? acos? B + cos® asin® B + sin® avcos? B — sin® asin® 3
= cos® avcos? B + sin® acsin? 3 + cos?
= (cos® a + sin® a)(cos® B + sin? B)

= 1.

asin? 8 + sin”® a cos? 3

140. (4) Napisimo polaznu jedna¢inu u obliku

2

9200522:—1 + 9cos T _ Yy

. . 2
1 uvedimo smenu ¢t = 9% %

1t2~|—t—4
5 — 4.

Resenja ove kvadratne jednacine su t; = —12, t, = 3. Dakle, data jednacina
je ekvivalentna paru jednacina

2 2

gCOS T — _12’ 9COS x — 3

Prva jednacina nema resenja jer je eksponencijalna funkcija uvek pozitivna.
Druga jednacina daje cos? x = 1 novi par jednacina

2
V2
COSTY = — COSX — ———.
2’ 2

Resenja prve jednacine su
T
x:i1+27rk, ke Z,

a druge

3
a:z:l:%—i—?wn, ne .
141. (5) Ako trazene brojeve ozna¢imo sa x i y, onda je

v:y=a’:b*, br=ady, bx—ay=0.
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Drugi uslov daje x + a = y + b. Dobijeni sistem linearnih jednacina
Vr —a’y =0
r -y =b—a
reSavamo metodom suprotnih koeficijenata
Vx —ad’y =0
—a’r +a’y = —a*(b—a).

Diskusija. Uslov za reSenje je y # 0, a uslov za parametar je b # 0. Za
b—a+#0,b+# a,kaoib+a # 0, b# —a, zbir levih i desnih strana jednacina
(b* — a*)x = —a?(b — a) daje

2

. a
v a4+ b
y = ria_b— —a? +a_b:—a2+a2—62: —b2.
a+b a+b a+b

Za a = b obe jednacine postaju z — y = 0, tako da je x proizvoljno i y = .
Za a = —b sistem postaje x —y = 0, x —y = —2a, tj. a = 0, $to je nemoguce,
pa u tom sluc¢aju problem nema resenja.

Zakljucak. Ako je a # +b, zadatak ima jedinstveno resenje

—a®> b

(z,y) = <a+ba+b>

(Provera resenja je kratkaz :y = a® : b*iz+a=y+b= a%) Akojea=1"b
zadatak ima beskona¢no mnogo resenja (z,y) = (o, ), « € R. Za a = —b
zadatak nema resenja. (Tada je x : y = 1, x = y, pa je neispunljiv drugi
uslov x +a=y+0b.)

2001. jun
142. (1) Algebarske transformacije datog izraza I daju
;o 1 (a+1)(a*—a+1) < 1 _1)
~\a—-1 ala—1)(a®+a+1)) \a—1 a
a(@®+a+1)—(a+1)(a®*—a+1) 1
ala—1)(a®>+a+1) “ala—1)
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a(@®+a+1)—a(@®—a+1)—(a*—a+1)
a’?+a+1

a+a—1
a?+a+1
143. (2) Jednacina je definisana za x > 29
log,o(2* + 100) — log,o(z —29) = 3
z? + 100

log;, ——29 log,, 10
2 4100
T 108, 22— 1000z + 29100 = 0,
r — 29
1000 + /1000000 — 116400
T19 = v = 500 £ 470.

2
Resenja su x1; = 30, o = 970.
144. (3) Koristed¢i formulu

2 1—cosx

tan® — = ———
2  1+4cosz
i oznaku L za levu stranu date jednakosti, dobija se
1 - 2 _ b _ c
L = b+c + c+a + a+b

b+c—a a—b+c a+b-—c
at+b+c a+b+c at+bitc

= 1.
145. (4)

cos’x —sin®x — 2sinzcosx — 1 + cosz +sinz = 0,
1 —2sin®z — 2sinzcosz — 1 +cosx +sinz = 0,
sinz — 2sin?z — 2sinz cosx + cosz = 0,
sinz(l —2sinx) 4+ cosz(l —2sinz) = 0,
(sinz +cosz)(l —2sinx) = 0,
(sinz + sm(— —x))(1 —2sinz) = 0,
2sin % cos(x — —)(1 —2sinz) = 0.



RESENJA 100

Dakle, dobijaju se dve jednacine

1
cos(x — %) =0, ili sinz= 3

Cija su resenja

5%

3
x:%—l—kw, ili x:%+2l7r, ili x:€+2m7r,
gde je k,l,m € Z.
146. (5)
r— —1
f@) —fly) _ 5 am
L+ f(2)f(y) L+ g

(z-Dy+1D -+ Dy —1)
@+ 1y +1)+ (z -1y —1)
y+r—y—1l—-—ay+ov—y+1
ytrt+yt+lt+aoy—r—y+1
2x — 2y
20y + 2
-y
1+xy

2001. septembar

147. (1) Deljenik A datog izraza je

Za delilac B se dobija

tako da je A: B = —a.
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148. (2)
25
logss © 4 loggs v + logge x + loggn x = 3
1 1 1 25
Zlog3x+§log3x+510g3x+log3x = 3
(1 + ! + ! + 1> 1 25
-+-+= 0gsr = —
17372 5 3
25
12 logsx = %

Resenje je z = 3* = 81.
149. (3) Leva strana

cos? o + 2 cos acos 3 + cos? 3 + sin? o + 2sin asin B + sin? 3

se postupno transformise

(){ _
24 2cosacos B+ 2sinasinf = 4cos’
a JE——
1+ cosacosff+sinasinf = cos? 25
a _
1+cos(a—pB) = 2cos? 5 B.
Poslednja dobijena jednakost je poznati identitet.
150. (4)
Sinx + f:os T _ 2\/5
cos rsinx
sinz +cosz = 2v/2coszsinz
sin?x + 2sinxz cosx 4 cos’z = 8cos’zsin®x
1+ 2sinzcosz = 8cos’zsin?z,

8t2 —2t—1=0, t =coszsinz,

t1o

16 16 7

241132 246 1 1

101
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Dakle,

2sinxcosx =1, sin2z=1, 2z= g + 2km,

x:%jtkﬁ, keZ.

Druga grupa resenja se dobija iz jednacine

1
2sinxcosr = ——, sin2r = ——, 2x:—z+2l7r, 2I:—5—7T+2m7r,
2 2 6 6
S_— -y lmeZ
r=-ptin, s=—gg+mr, Lm .

Ako primetimo da je

s ( 7r > T s ( 5 > T

_ — _ — —_— — T —

4 12 3’ 12 12 3’
tri dobijene grupe resenja se mogu zapisati jednom formulom

s s
=—4k=, kel
T 4+ 3 €

Resenja obrazuju na trigonometrijskom krugu pravilan Sestougao. Leva i
desna strana polazne jednacine u postupku resavanja su kvadrirane, tako da
dobijena resenja u stvari zadovoljavaju jednac¢inu

1 1
+ = +2V/2,

cosx sinzx

ali ne uvek i polaznu. Provera u polaznoj jednac¢ini smanjuje skup resenja na

2
r="4kin, keZ

4 3
II nacin.
sinx +cosx —= 2\/§cosxsinx
V2 V2 .
TSmaH—?cosx = 2coszsin

sin(z + %) —sin2z = 0

Sz 4T T 9
2 cos x2 4Sinx—'—‘l2 S 0

12 —4
2 cos x+7rsin7r < = 0.

8 8
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Dakle,
1224+7 « T 2
2 = =— - Z
3 2—|—k7r, x 4+k37r, ke,
ili
T — 4z

3 =, x:%+l27r, leZ.

Drugi skup resenja, sa parametrom [, je podskup prvog skupa resenja, sa
parametrom k. Znaci, skup resenja date jednacine je

s 2
x—z‘i‘k’gﬂ', ke Z.

151. (5) Leva strana jednakosti je

F@)+ ) = logy - +log

1+2)(1+vy)
l—z—-—y+uxy
S ltz+ytay

Za desnu stranu se dobija isti izraz

|ty
f(x—i_y) — log 14+zy

1+ 2y 1+1’j:;yy
l+2y—2—y
= log .
l+zy+z+y
2002. jun

152. (1) Ako je I dati izraz, tada je
;o a* =0 a*+ b +ab 4 a—b\"’
N ab ab 2V ab

H(z{a‘gﬂ

—-1/2

(a —b)(a* + ab + b?) ab
ab a? + ab + b?
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= (a—0b)
= (a—0b)
= (a—0b)
(e

a+b

. 1+7

: 27-1/2 1\2
(a—i—b)] —(a—1b)- (a —b)

dab 172
e

[(a —b)* + 4&6] ~1/2

(a =)

(e —0b)? (a+0b)?
la—b] a—>b
\a+b|_(a ) a+b

153. (2) Data jednacina se moze napisati u obliku

3-(3%)2—28-3"+9=0.

104

Ako se uvede smena y = 3% dobija se jednacina 3y? — 28y + 9 = 0, &ija su

reSenja
28 ++/784 — 108 28+26 14+13
y172 = = =
6 6 3
odnosno y; = 1/3 1 yo = 9. Odgovarajuca resenja polazne jednacine se

dobijaju iz uslova 3* = 1/3 ili 3* =9, tako da je 1 = —1 1 9 = 2.

154. (3) Jednacina

\/1og; x +log; 49 4+ log, . — 14 = 0

se smenom ¢ = y/log; x transformise u kvadratnu jednacinu

24t —12=0, tj. (t—3)(t+4)=0.

Njena resenja su t; = —4 1 to = 3. Vrednost korena je nenegativna veli¢ina,

te se prvo resenje odbacuje. Jedino resenje za nepoznatu x se dobija iz

Vlog;x =3, log,z =9, z="T1.

155. (4) Desna strana D identiteta je

cos? v + 2 cos av cos 3 + cos? 3 — sin

2

a — 2sinasin 8 — sin? 8

D:

cos? a + 2 cos acos 3 + cos? 3 + sin® a + 2sin asin 3 + sin? 3
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cos 2av + cos 25 + 2(cos v cos f — sin asin )

141+ 2(cosacos 8+ sinasin f3)
cos 2a + cos 23 + 2 cos(a + fB)

2+ 2cos(a — B)
2 cos(a + B) cos(a — B) + 2 cos(a + )
2 4 2cos(a — f)
cos(a + B)[2 cos(a — ) + 2]
2 + 2cos(a — )
= cos(a+f).

156. (5) v. sliku
Neka je C'F visina trapeza OABCD. Ako je r duzina polupre¢nika up-
isane kruznice, onda je |[CE| = 2r i

|BC| = |BF|+ |FC|=|BG|+|CH|=a—r+b—r=a+b—2r.
Primenom Pitagorine teoreme na trougao ABC'E dobija se
(a+b—2r)2 =4r* 4 (a — b)?,
tj.
a® + b* + 4r® + 2ab — dar — 4br = 4r* + a® — 2ab + V?,

‘.. _ab
tako da je r = %%.

2002. septembar
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157. (1) Ako je I dati izraz, tada je

1 N 1 Vay@t—y?) 1

Ve—yy Vr+yyl Yryle+y) Ve
2/x o) 1

Vieyy
2

ey v ACCRNOIEEE)

= 2(Vr+ V).

158. (2) Data jednacina se za 9* — 1 > 01 3° — 2 > 0 moze napisati kao

9* —1
1 — =2
Og\/§3x_2 )
odakle je
9* —1 9* —1
2_7 1 pr—
(V8) =3 g tj. Tt

Poslednja jednacina se posle sredjivanja svodi na jednacinu (3%)*—8-3*+15 =
0. Posle smene 3% = t dobijamo kvadratnu jednacinu t? — 8t + 15 = 0 &ija
su resenja t; = 31ty = 5, tako da su potencijalna resenja zadate jednacine
x1 = 11x9 = logy 5. Proverom se utvrduje da su to i stvarna reSenja polazne
jednagcine.

159. (3) Ako oznac¢imo sa

p=log,x, q= sin?y, x>0,
kako je
log, © = logy = = ;log2 x, cos’y=1—sin’y,
dobijamo sistem jednacina
p+q=0, 2p—q=0.

Sabiranje levih i desnih strana ovih jednacina daje 3p = 0, p = 0, tako da je
q = 0. Prema tome
logobz =0 = z=1,

sinfy=0 = y=kn, kcZ
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160. (4) Ako je T dati izraz, tada je

o T 9T . 5T\ 2SInT+2SInTCcosT
T = |cos“= —cos“—+sin“— | - — .
2 2 2/ 2sinz —2sinxzcosx
o 1l+cosx

2 1—coszx
2z 2z 2T 2
9 & SN 2+COS 2+COS 5 — sin

RIS

= sin“ — - — -
2 sin®2Z + cos? 2 — cos? £ + sin’
2z
Y 2cos” 3
= sin” — —5
2sin 5
= cos’=

161. (5) v. sliku
Neka su O i O; centri krugova k i k; respektivno. Oznac¢imo sa P i @)
dodirne tacke krugova k i ki sa stranicom AB redom. Dalje, neka je R
dodirna tacka krugova k i k1, i .S njena ortogonalna projekcija na AB. Tada

je
AQ+ QS+ SP = AP =

V2 a

a
27

\/§ a a
et = — = = t]. 2 2) = —(2 -2
Pt =gt 12+ V2) =52 V2),
tako da je
2-vV2 a 2—-V2 2—+2
r = =

a

24v2 2 2442 2-2 2
4-4v242 a 6-4V2 a 3-2V2
1-2 2~ 2 2~ o
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2003. jun
162. (1) Neka je je I dati izraz

_aE oy Frai-wE (VE— B

VT = /Y (x —y)?
_r(Vr+ V) (Ve + Ve (VE— V)
VT = /Y (x —y)?
_ Vet V) —y) (Vr— )
(VT — /) (z —y)?
==Y
-y

nisu re-

.. —2++/4 —8cosa —2+2v/1 —2cos«
163. (2) Resenja 15 = = 5

2
alni brojevi ako je diskriminanta negativna D < 0

1
D=1-2cosa <0, 1 < 2cosa, §<cosa, ae(—g,g).

164. (3) Data logaritamska jednacina
log(4 + 2°72) = log[4(5 - 2*7* — 1)),
se svodi na eksponencijalnu jednac¢inu

20 - 24
2z

442712 =202 — 4, 442%.2% = 4.

Smena 2¥ =t daje

2016

- 0, 242t —80=0, t, = —10, ty = 8.

8+ 4t —

Ako je t; = —10 ne postoji reSenje za x. Za ty = 8 je 2% = 23 tj. z = 3.
165. (4) Leva strana L se transformise

L = cos’x +2coszcosy + cos’y + sin x + 2sinwsiny + sin®y
= 2+ 2coszcosy+ 2sinzsiny = 2(1 + cosz cosy + sinx siny)
rT—Y
).

= 2(1+cos(z—y))=2- QCOSQ(%) = 4 cos’(
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166 () (o) /(3) e
1 i—1 1—=z
o e
©  fU@) = E=tetel

2003. septembar

167. (1) Ako je L leva strana datog identiteta, tada je

(1 =VB+14v3\ 2 2
L = <(1+\/§)(1_¢§)> +(1+v3) + (1-V3)

2 2
= (1_3> +1+2V3+3+1-2V3+3=1+8=0.

168. (2) Neka je I dati izraz

7 2a n 3a2 —2a+1 a—1
a+1l (a+D(a2—a+1) a®—a+1
20° —20° +2a+3a* —2a+1—a*+1  2a°+2

= =2.
(a+1)(a®?—a+1) ad+1

169. 3)Zax >0,z # 1,z # i iz # 1—16, dobijamo ekvivalentnu jednacinu

3 2 3 . 3 2 3

=0, tj. =0
log, © N log, 4z i log, 16z ) log, © 1 + log, x * 2 +log,

Smenom ¢ = 1 + log, x se dobija

3 2 3
+5+

. B ti. tE+1)+2(t2 -1 tt—1) =
o B S 0, j 3t(t+ 1) + 2( )+ 3t( ) =0,
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tako daje 8t2—2 = 0,t*> = 1/4,t = +1/2. Nalazimo dajelog,z = —1—1/2 =
—3/2, ili logyz = —1 +1/2 = —1/2, pa su refenja 7; = 4732 = 1/8 i
Ty =4"12=1/2.

170. (4) Dati izraz I se transformise

7 sin3x cosz —cos3zrsinz  sin(3z — x) sin 2x

: : = - = 2.
sin x cos sin x cos x sinx cos x

IT nacin. Adicione formule za argument 3x = 2x + x daju

sin2xcosx + cos2xsinx  cos2xcosx — sin 2z sinx

I = -
sinx cos T

2sinz cos? z + (cos? z — sin® x) sinx

sin
2 2 .2
(cos® x — sin® x) cosx — 28in” x cos

COS &
= 2cos’x + cos’x —sin®z — cos? x + sin®z + 2sin’z = 2.

171. (5) Izracunajmo dati niz funkcija

x—1 Lﬁ —1 7%1:{71 1
fale) = f(x—i—l) Tl b Ty
Sy 1 g
Be) = SN =1 (T) = I == = oy
G A= Sk B s
file) = S = £ (-2 = e ==

Dakle, fi(x) = z je identi¢na funkcija, tako da je
fs(x) = f(fa(x)) = f(z) = fil@).
Zakljuéujemo da je niz funkcija ( f,,(x)) periodi¢an sa periodom ¢etiri. Dakle,
Jfoo03(x) = f(500 - 4+ 3)(z) = f3(),

tako da je

2003+1 2004 1002
2003 —1 2002  1001°

f2003(2003) = f3(2003) =
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2004. jun

172. (1) Uslov nenegativnosti radikanda 0 < a — z, tj. * < a je ekvivalentan
sa bg‘fl <a,tj. 20 <V +11ili 0 < (b—1)% Najpre ¢emo izvrsiti nekoliko
transformacija, a potom zameniti vrednost za x

va+z—ya—z vVa+z—va—z Ja+xr—+a—=x
Va+z+ya—zx Vat+z+yva—z Vatzx—+a—zx
a+xr—2vVa?—2>+a—z

at+r—a+zx

a—vVa?— x?
T
. 2 _4a?b?
a a” = 2r1)2
2ab
b2+1

a(b? +1) — \Ja2(b? + 1)2 — 4a2}?
2ab
D241 — /(b2 + 1)2 — 4b?
2b
PP+ 1—\(0*—1)2  p2 41— -1
2 2b
b +1—(1-10%

- 2% =0

173. (2) Jednacina se transformise u ekvivalentne

1 92(20-8) _ 272\ " 9=3+42-16 _ o(~5/2)(~2)
23 \91/2 ) o ’
5 38
4r—19="2 —
x 5T r=3

174. (3) Neka je u = logyx i v = log,y. Sistem sada glasi u — v = 3,
uv = 10. Iz prve jednacine je u = v + 3. Zamena u drugu jednacinu daje
(v+3)v =10, v* + 3v — 10 = 0,

—3+v9+40 —-3+£7

2 2

V12 = v = 27 Vg = —5.
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Tako je u1 = 51 ug = —2, odnosno (u1,v1) = (5,2) i (ug,v2) = (=2, -5).
Iz logyx = 5 sledi = 25 = 32, a iz log,y = 2, sledi y = 4% = 16. Sli¢no
log,r = —2 daje x = 272 = 1/4, a logyy = —5 dajey = 47° = 2710 =

1/1024. Resenja su (z,y) = (32,16) i (z,y) = (3, 1057)-
175. (4) Ako je L leva strana date jednacine, tada je

V1+sina \/1—sinoz_\/(1+Sina)2—\/(1—sina)2

L = =
V1 —sina +/1+sina V1 —sinay/1 + sina
B 1—|—sina—(1—sina)_2sina
Visa cosa
= 2tana.
176. (5)
1 PR 1422
fe) F2) _ 85 A aet-n B
1422 1+2  1+2r 1+x (2z-1)Q2z+1) 1+x
4(z* - 1) 1 — 4a? 4

122 —-1 z(1-2)(1+z)
2004. septembar

177. (1) Ako je I dati izraz, tada

< 1 a’+1 >.a(1—a)(1+a)

a—1 ala—1)(a®+a+1) a+1
ad+a*+a—(a*+1) a(l—a)
ala—1)(a®+a+1) 1

a2+a—1_ 1—a—a?
“a+a+l l+a+ta?

178. (2) Zamenom redosleda stepenovanja npr. 16 = (24)* = 21®
sledi
3(29)1 4+2(3")" =5 (27)*(3")*.

Ako se uvedu smene 2% = y i 3 = z dobija se

3y4 + 224 = 5y222.

(27)*
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Podelimo ovu jednaéinu sa z*

(2) +2=5()

Smena t = y/z daje bikvadratnu jednacinu

54++25—-24 5+1
6 6

357 +2=0, ti,=

Tako je 2 = 2/31li 2 = 1. Dakle (2)™ = 2, tejea; = 1/2. Slieno (2)™ =1,
daje o = 0. Resenja su x; = 1/21i 29 =0.
179. (3)
logy: x +1ogqs x + log,z =7
%long—l— ilogzx—i-loggx =7
(%+i+1)log2m:7

24144
Llogﬁx:?, log, v =4, x=2% 2=16.

4
180. (4)
cosdx +1 cos? 22 — sin® 2x + sin? 2x + cos? 2x
— - cosx __ sinz
cot x tan sinx cos T
2 cos? 2z 2 cos? 2z sin x cos x
T cos2z—sin?x cos 2z

sinx cos T

1
= cos2xsin2x = 3 - 281n 2x cos 2x

= §sin4x.
181. (5)
1 %—1 i—l—l l1—z 142
f(x) I R Sl pap i
1—-2)2+1+2)? 1-20+22+1+2z+2?
T (+a)(1-z) (1+z)(1—2)
_ 21+x2

1— a2



RESENJA 114

r—1 :E—I—l_(x—1)2+(3:—|—1)2_21+x2
x4+l z—-1 (z+D@—-1)  Tz2-1

f(x)
2005. jun

182. (1) I nac¢in. Najmanji zajednicki imenilac je (d — a)(d — b)(d — ¢)(c —
a)(c —b)(b— a). Koeficijent uz 23 je

2¥(c—a)(c—b)(b—a)— (c—a)(d—b) (b—a)+(d—a)(d—c)(c—a)— (d—b) (d—c)(c—b)] = z>-0 = 0,

itd.

IT na¢in. Neka je P(z) polinom sa desne strane jednakosti. Ako se data
jednakost tretira kao jednacina, ona ima cCetiri reSenja x = a, x = b, x = c i
x — d. Jednacina je treteg stepena

P(x) — 1= A2® + Ba* + Cz + D =0,

gde su A, B, C'i D neki koeficijenti koji zavise od parametara a,b,c,d.
Algebarska jednacina treéeg stepena ima najvise tri razlicita resenja. Cetiri
reSenja su moguca jedino ako su svi koeficijenti jednaki nuli A = B = C' =
D = 0. Tada je polinom identicki jednak nuli i jednac¢ina vazi za sve x, tako
da ona mora biti jednakost (identitet) koji vazi za sve x. Rezime. Ako je
jednacina treceg stepena jednaka nuli za Cetiri razlicite vrednosti z, tada je
data jednacina jednaka nuli za sve vrednosti x.

183. (2) Ako se data jednacina podeli sa 4° dobija se

g\ * 6\ % IN\% 2 I\ %
- -] =2 — -] —2=0.
@) G =2 (@] +6)
Resavanjem ekvivalentne kvadratne jednacine po (%)x dobija se (%)I =1i
(%)x = —2. Druga od ove dve jednacine nema realnih resenja, pa je (%)x =1,
odnosno z; = 0 jedino resenje polazne jednacine.

184. (3) Data jednacina ima smisla (u skupu realnih brojeva) ako je |z| > 1

iz > 0, presek ovih uslova daje x > 1. Dalje je

log Va* — 1 =logux, Vit —1=ux, et — 22 —1=0.
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Dobijena bikvadratna jednacina ima resenja

, _1£V5 1i¢5

12 5 T1234 = T 5

Resenja su koreni brojeva zlatnog preseka, od kojih samo jedan zadovoljava
uslov da je ve¢i od 1, a to je x = \/HQj
185. (4) I nacin.

sin3a +cosae = cos2acosa + sin asin 2a0 + sin « cos 2ar + cos a2 sin «
= cos(2a — a) + sin(a + 2a).

IT nac¢in. Adiciona formula za sin(2a + a) i mnozenje daju ekvivalentnu
jednakost

Sin 2a cos a+cos 2 sin av+cos v = Sin o sin 2a+sin o cos 2a+cos ¢ sin 2a+cos o cos 2ar.
Skracivanje istih ¢lanova vodi do identiteta

cosa = sinasin2a + cos o cos 2o

= cos(2a — a) = cosa.
186. (5) Oslobadanje od razlomka daje formulu za razliku stepena
(17—1)(1+m+q;2+...+xn) :ZL‘n—H—l,

a mnozenje dokazuje formulu

r4 2+t -2 - =" L

2005. septembar

187. (1)
188. (2) Vrednost izraza je 4 +3 — 5 + 3 = 3.
189. (3) Oslobadanje od logaritma daje eksponencijalnu jednac¢inu

8
237 =9 — 27, ég:9—2‘”.
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Moze se uvesti smena t = 27 tako da jednacina postaje preglednija % =
9 — t. Jednacina je ekvivalentna kvadratnoj jednacini 8 = 9t — t2, odnosno

t2 — 9t + 8 = 0 ¢ija su reSenja
9++v81—-32 947
2 2

Dakle, 2% =11 2% = §, tako da su resenja z; =01 x5 = 3.
190. (4) Adiciona formula za cos(2a 4+ «) i mnozenje daju

t172 - tl = 1 tQ - 8

cos 2 cos av—sin 2a sin a+sin o = €os « cos 2a+-cos a sin 2a—sin o cos 2a—sin a sin 2,

sin @ = cos asin 20 — sin v cos 2a = sin(2a — o) = sina.

191. (5) Sa leve strane jednakosti se o¢igledno nalazi n + 1 sabiraka a, tako
da ostaje da se dokaze da je

d
d+2d+~-+nd:O%+U%a
Ova jednakost se svodi na formulu za zbir prvih n prirodnih brojeva
n(n+1
1+2+~-+n:(2), (4)

Dokaz se moze izvesti metodom matematicke indukcije. Indukcijska baza.
Zan = 1 formula (4) je tacna 1 = w Indukcijski korak. Pretpostavimo
da je formula (4) tacna za n =k

k(k+1)
—
Treba dokazati da je formula (4) tacna zan =k + 1

1424t he1= FFDELD)
:

Ova jednakost se moze izvesti na osnovu indukcijske pretpostavke i elemen-
tarne algebre

1+2+-+k=

k(k + 1
142+ +k+1 = U+2+~~+m+k+1:(2)

kk+1)+2(k+1)  (k+1)(k+2)

+k+1

2 2
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IT na¢in. Gausov metod. Ako je S, =1+ 2+ ---+n, tada je
2S, = (1+2+-+n)+(n+---+2+1)
= (I4+n)+2+n—-1)4+---+((n—=1)4+2)+(n+1)=n(n+1).
2006. jun
192. (1) Ako je I dati izraz, tada je

7 - (a® —b%)(a+ D) B (a® +b%)(a — D)
(a+0)2 —ab (@ —b)?+ ab

~ (a=b)(@®+ab+)(a+b) (a+d)(a®—ab+V*)(a—D) 0

a? + 2ab + b* — ab a? —2ab+ b> + ab '

193. (2) Smena 9”7 =t daje kvadratnu jednacinu
t2 =10t +9 =0, t—1)(t—-9)=0

¢ija su resednja t; = 1 ity = 9, tako da je 9" = 1tj. z; = 01 9 = 9 tj.
Tog = 1.
194. (3) Transformacije daju

log, xy = log, 2 + log, 6 = log, 12,

tako da je zy = 12, x +y = 492 = 7. Iz druge jednacine y = 7 — x smena
u prvu daje x(7 —x) =12, Tx — 22 =12, 2* — To + 12 = 0,

T+V19 48 T+1

T12 = 9 9 s T, = 3, To = 4.
Resenja sistema su (z1,y1) = (3,4) 1 (22, y2) = (4, 3).
195. (4)
2sina — 2sinacosa 2sina(l —cosa) 1—cosa  2sin®$ tan2 &
2sina +2sinacosa 2sina(l +cosa) 1+4+cosa  2cos§ 2

196. (5) Najpre uprostimo
(412 —(z—1? 2*4+2r+1—-2"+22x—-1 4z

f(x>: ({E—l)(:ﬂ+1) - 72— 1 o271
tako da je
4z 4. 3= 16x(x® — 1
f(f(x»:f(xg_l) 1622 1 - 16x2—((x2—)1)2'

(@2-1)?



RESENJA 118

2007. jun

197. (1) Ako je I dati izraz, tada je

I = <a—\/l_)+a+\/l_)>_ +(a+\/5)2+(a—\/5)2

a?—b

92 —2
— (2ab> +a?24+2aVb+b+a2—2aVb+b
a_

2 2
= (614;2@ +2a® + 2b
a* —2ab + b* + 8a* + 8a?b
4a?
9a* +6a%b+ 1 <3a2 + b>2

4a? 2a

198. (2) Smena 2° =t daje 2"+ 2 —3=0,t+2—-3=0,t* -3t +2=0,
(t—1)(t—2) =0, tako da suresenjat; = 1ity =2, odnosno zy =01ixzy = 1.
199. (3) Ako se uvede smena /log, z = ¢, jednacina dobija oblik ¢t —3 —t* +
5=0,tj. 2 —t—2=0. Uslovt > 0 ispunjava samo resenje t; = 2. Dakle
V1ogy, x = 2, log, = 4, tako da je x = 2* = 16.
200. (4)
A = 3cos*r —2cos®z — (1 — cos® x)*(2 — 2cos® z — 3)

= 3cos’r —2cos® z — (1 — 2cos* x + cos” )(—1 — 2cos® z)

= 3cos*r —2cosbx + 1+ 2cos’x —2cos®x — 4cos* x + cos* x + 2 cos® x

= 1.
201. (5)

r—1

f(l‘) = 11321: -

=1l _ r—1—x —1— 1
J@) = S = = =
1 1
f(f(f(l‘))) = 1 — =1 — z—ati L
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2007. septembar

202. (1) Ako je I dati izraz, tada je

;oo EryEmayry’) 2 zy
(z +y)(2? — y?) r+y  (r—y)(z+y)
P —ay+yt 420y — 27—y
a (z —y)(z +y)
_ 2?2 — o2 _,
(z—y)(z+y)

203. (2) Najpre je 2'°62® =z, za x > 0, i sli¢no

log, ©
(1> . — 2710g2x — 210g2% — l
2 x’

tako da se dobija

1
r+-=205 tj. 2°—2,52+1=0.
x

Resenja ove jednacine su x1 =21 2y = %

204. (3) Transformacije daju
5\ - 16 2(14++/x) 5\ L7 4 4(14++/x)
@ - 6 -6

4N\ -7 1 2(14++/x)
7@ it

Akojet =y/rtadat? —1—4—4t=0,1>—4t—5=0, tako daje t; = —11i
to = 5. Dobija se samo jedno resenje polazne jednacine x = 25.
205. (4) Transformacije daju identitet

1 + 2sin 2 cos 2a — cos? 2a + sin? 2«

: — = tan2a
1 4 2sin 2a cos 2a + cos? 2a0 — sin® 2«
2 sin 2cv cos 2ar + 2 sin? 2o
- = tan2«
2sin 2ac cos 2ar 4+ 2 cos? 2a
2 sin 2ar(cos 2 + sin? 2a)
= tan2a.

2 cos 2a(sin 2ar + 2 cos 2av)
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206. (5) Najpre uprostimo

1 1 1+ 1
f(z) = 1 Iga—1 T =1 -
1+z 1+z
Sada je
x 1422
= 1 =1 =
f(f(2)) +1-gic-x +1—I—x 1+’
1 1+ 2+ 3x
- 1 -1 —
f(f(f(x))) + 11-:—2;0 + 1+ 2z 1422’
1 1+2x 3+5x
4
- 14— =1 -
fi(z) +;‘igﬁ +2+3£L‘ 2+ 3z’
1 24+3xr 548
5
f(z) 3150 3+45r 345w
1 3+5r 8413z
fila) = 14 5 =1+ =
e 54+8r 5+ 8x
Induktivno se dokazuje da je
Fn+Fn+1x
x)= —— > 2
(-’L’) EF,_1+ Fnl" "=

gde su F;, ¢lanovi Fibonacijevog niza

1, 1,2 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, ...,

¢ije su generativne formule

Flzl, F2:17

Formula (*) je tacna i za n = 1, pod uslovom da se dodefinise Fy = 0.

i Fn+2:Fn+1+Fn-

2008. jun

207. (1) Ako je I dati izraz, tada je

1 /a\/2 1
1= [14(2(%)" -2
+<2<b) 5

5)")

1/2

120
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() ) ) )

B <1+ 4ab 1/2_ a2 — 2ab + b2 + 4ab\
a (a—b2)

a—b (a —b)?
2\ 1/2
_ (latDb) _la+b _a+bd
(a — b)? la—0b b—a’

208. (2)
logs = + 2logs x (logy 3 — logz ) = 1

Smena t = log; z, tako da je t? + 2t(1 —t) =1, > =2t +1=0,t =1, x = 3.
209. (3) Data jednacina se za 4* — 6 > 01 2* — 2 > 0 moze napisati kao

4* — 6
log\/ngQ,

odakle je 5 = 3:=5. Posle sreivanja se dobija (27)% — 527 + 4 = 0. Smenom
2% = t dobija se kvadratna jednacina t?> — 5t + 4 = 0, ¢ija su resenja t; = 1
i 1o = 4. Potencijalna resenja jednacine su z; = 0 i x5 = 2, meutim samo

drugo resenje zo = 2 zadovoljava polaznu jednacinu.

210. (4)
sin o + sin 2« B sin o + 2 sin o cos o
l+cosa+cos2a 1+ cosa+ cos?a —sin’a
~ sina(l+2cosa)
~ cosa(l+2cosa)
= tanca.
211. (5) (a)

sin2x = 2sinzy/ 1 — sin?x = 2sinz cos x.

+y .o X —Y . T+Y r—y
1 —sin® —— = 2sin cos .
2 2 2

2008. septembar

(b) sinx +siny = 2sin



RESENJA 122

212. (1) Data nejednakost ekvivalentna je sa 0 > 0, odnosno sa

—1
z—1)(z—2)
(x —1)(z —2) <0, a odatle sledi da je z € (1,2).

213. (2) Imamo niz ekvivalentnih transformacija
(a+d+b+c)-(a+d—(b+¢c) = (a—d—(b—c))-(a—d+ (b—c))
(a+d)?—(b+c)? = (a—d)?—(b—rc)?
a’+2ad+d*—b* —2bc —* = a* —2ad+ d® — b* + 2bc — 2,
dad = 4bc,

Salls
Qlo

214. (3) S obzirom da je sina £ cosa < 0, za %’r <a< %r, sledi

—V1+sin2a — V1 —sin2a = —\/(sinoz—i—cosa)2 - \/(sina —cosa)?
= sina+ cosa +sina — cosa = 2sin a,
—V1+sin2a + V1 —sin2a = —\/(sina+cosa)2 + \/(sina — cosa)?

= sino + cosa — sin & + cos o = 2 cos .
2009. jun

215. (1) Ako je I dat izraz, tada je

P U S S i O e G
p+q P = ¢ 2p? p*+p
B l 1 1 ] pz—qQ_'_ 1
p+q p—q 2p? p?+p
B 2p pQ—q2+ 1
p+a)(p—q)  2p? p’+p
B 1+ 1 —p-1+1 1
p plp+1) p(p+1) p+1

216. (2) Uvodenjem smene 7° = t, jednacina postaje t* — 8t + 7 = 0, odakle
se dobija t; =1, 15 = 7. ReSenjasux; =01z = 1.
217. (3) Transformisimo jednacinu

logz(5r +8) 5

_—" 1 ) 8) = log(5x — 4)%.
ey =% loa(dr +8) = log(sr 4
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Antilogaritmovanje daje
z(5r +8) = (5x —4)?,  52° + 8x = 252 — 40z + 16.
Dobijena kvadratna jednacina
202% — 48z +16 =0, tj. 52> —12x+4=0
ima resSenja

124+ +/144-80 12++64 6+4 2

:2 == —
10 10 5 0 T4 hTE

T12 =

od kojih je samo x; = 2 i reSenje polazne jednacine.
218. (4) Ako je L leva strana jednakosti, tada je

sin(a 4+ 2a)  cos(a + 2a)

L = 8
sin o COS &
sin v cos 2ar + cossin2c¢ cos v cos 2a¢ — sin aesin 2
sin « COS (v
Sin v cos 2cv + cos a2sin v cos v COS v COS 2¢v — SIn (v2 Sin & oS &
sin o Ccos o
= cos2a + 2cos? a — cos2a + 2sin? o = 2.
219. (5)

(a) sin 2z = 2sin2v1 — sin®z = 2sinz cos 7,
(b) sinz +siny = 2sin 25 - /1 — sin® 22¥ = 2sin 1Y cos LY.

2009. septembar

220. (1) Ako je L izraz sa leve strane, tada je

20> +Ta+3—(1-2a)(a—1)—3(a*+a+1)
(a—1)(a®>+a+1
20>+ Ta+ 3 —a+ 1+ 2a* — 2a — 3a*> — 3a — 3
(a—1)(a®>+a+1)
a’+a+1 1

(a—1)(a2+a+1) a-1

I =
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221. (2) Uvodenjem smene ¢t = log x, dobija se

33—t t

S
5—t+l+t

Oslobadanje od razlomaka daje
B-t)(1+t)+tb—-t) = (b-—1t)(1+1)
343t—t—t?+5t—t> = 54+5t—t—1t°

t?—3t+2=0, (t—1)(t—2) =0, =1, ty=2

Tako je logz = 1, 1 = 10, a drugo resSenje logx = 2, x5 = 100.
222. (3) Ako je L leva strana jednakosti, tada je

Vsin? a + cos? a — 2sin o cos o 2 sin o cos o
2

L =
sin® o — cos? o sin o + cos «
(sina — cos av)? i
S 2 sin o cos o

(sina + cos ) (sina — cosav)  sina + cos «

| sin v — cos 2sin acos o

(sina + cos ) (sinaw — cosav)  sina + cos «
1 2sinacos o

sino + cosa  sina + cos o

1+2sinacosa  (sina+cosa)® .
= - = - = SIn & + Cos .
sin «v 4+ cos «v Sin & + COos «

2010. jun

223. (1) Ako je L izraz sa leve strane, tada je

I ((x+ 1)2(2% — z + 1)2>2. ((a: — 1) (a2 4z + 1)2>2 L

(r —1)2(x2+x+1)2 (x+1)%(x2 —z+1)?

224. (2) Uvodenjem smene t = 7%, dobija se kvadratna jednacina t>—6t—7 =
0, ¢ija suresenjat; = —11ity, = 7. Eksponencijalna funkcija je uvek pozitivna
tako da je 7 = 7%, odnosno x = 1 jedino resenje polazne jednacine.

225. (3) Kako je % = 0,4; to iz jednakosti stepena sledi jednakost ekspone-
nata log o5 (2% +52+8) = —1. Ova logaritamska jednacina daje ekvivalentnu
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kvadratnu jednac¢inu x? + 5z + 8 = 0,257! = 4 &ija su refenja 1 = —1 i
To = —4.
226. (4) Formula za zbir kubova daje

sinz +cos®r = (sin®z + cos® x)(sin* z — sin® x cos® x + cos’ z)

= sin*x + 2sin? z cos® & + cos* x — 3sin® x cos? x

= 1—3sin?zcos’z,

dok je sin*z + cos*z = 1 — 2sin®x cos® z, tako da se dobija ekvivalentna
jednacina
1 — 3sin® 2z cos® v = a(l — 2sin’ z cos® 1).

Transformacija sin 2x = 2sin x cos z daje

3 1
1—sin22x:a(1—sin22:c>.
4 2

Ako se uvede smena t = sin? 2z, iz poslednje jednacine se dobija t = 453::1,)),
a # % Jednaéina ima resenje ako i samo ako je 0 < sin?2z < 1, odnosno
ako je 0 < % < 1. Resavanje sistema jednacina daje a € [%, 1}.
Za a = 3/2 jednacina nema resenja jer je
. 6 6 . 4 4 3.4 4
sin® x 4 cos” z < sin“x 4 cos” r < 5(8111 x + cos” x).
227. (5)
r—9>5 x—15 x2—25—x2+225_ 200

f(a+5)—f(z—5) = z+15 z+5  (z4+5)(x+15)  (z+5)(z+15)

2010. septembar

228. (1) Ako je R dati razlomak, tada je

(‘/a2+b2+02)27(b2+027a2) 9
R— VaZ+b2 12 2a

a? 4+ b% + 2 I

229. (2) Uvodenjem smene ¢ = 3% dobija se ekvivalentna kvadratna
jednacina t* — 2t —3 =0, (t — 3)(t + 1) = 0, ¢ija su reSenja t; = —1 ity = 3.
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Eksponencijalna funkcija je uvek pozitivna tako da je 3 = 3**"%. Dobija se
tanz = 1, odnosno x = 7 + k7, k € Z.
230. (3) Najpre je

f(z) =log,x + Tlogy 9 + Tlogy x = log, x + Tlog, x + 14.
Dalje je
f(glc) =log, 2! + Tlogg o™ + 14 = —log, x — Tlog; = + 14,
tako da se sabiranjem dobija trazena jednakost.

231. (4) Stepenovanjem identiteta (sin®z + cos? z)* = 1, dobija se

S =1,

sin® x 4 4 sin® 2 cos® z + 6sin* z cos® x + 4sin® x cos®  + cos
sinfx 4 cos®r = 1 —4sin®zcos® z(sin* x + cos* x) — 6sin* v cos* »
= 1—4sin*xcos®z(1 — 2sin® v cos® v) — 6sin® v cos’ x

= 1—4sin®zcos®z + 2sin* z cos? z,

1
= 1 —sin?2x+ 3 sin? 2x.

232. (5) Za n = 1 relacija postaje a? — apaz = —1, 9 — a; = —1, odnosno
az = 10. Za n = 2 se dobija a3 — ajaz = 1, 100 — 3a3 = 1, tako da je

az =% = 33.

2011. jun
233. (1) Ako je I dat izraz, tada je

(z—1)(z*+2+1) T P 4r+1 -1
r+1 (x+1)(22—2+1) |22—2+1 =

T \2
B <:E - 1> '
234. (2) Uvodenjem smene t = 11%, dobija se kvadratna jednacina t* — 12t +

11 = 0, cija su resenja t; = 1, to = 11. ReSenja su polazne jednacine su
11" =1, 2, =0,1 11" =11, o = 1.
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235. (3) Kako je 1 = log, 2, dobija se
x 7
logQQ = log, 5 z—y =252
Daljejeiz%,x—y:& odnosno z =7, y = 2.
236. (4) Ako je I dati izraz, tada je

2 cos? o — sin® o — cos? o

tan % —tan «
1+tan % tan o

I =

2
2 sin T cos & + cos Z sin a)

4 4

cos? o — sin? «

1— sin o

71 ] 2
21+§?;g 5(cosa +sina)

cos

cos? ar — sin’ «

cos a—sin
cos a+sin

= 1.

- (cosa + sin @v)?

237. (5) Uvodi se smena t = 1+ +/z, iz koje je t — 1 = \/z, x = (t — 1)
Tako je f(t) = x, odnosno

fO=0t-17  flz)=(z-1)"

Sada se moze odrediti 1

f(@) = f(z=1)?) = ((z—1)"=1)

2011. septembar
238. (1) Ako je I dat izraz, tada je

;o 1 a-d® a*+la—a
a—la+1 a*—aa+1
1 a(l—a? a+1 a(l—a?)
a—1 a+1  a(a®—1) a+1
1 a(a—kl)(a—l)+ a®+1 ala+1)(a—1)
a—1 a+1 ala—1)(a®>+a+1) a+1
a+1  1—a—a®

a2+a+1 14+a+a®

3
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239. (2) Uvodenjem smene z = 7¢, dobija se kvadratna jednacina z* — 8x +
7 =0, ¢ija su reSenja x; = 1, t = 7. ReSenja su polazne jednacine su 7° = 1,
thh=0,1T'=7t,=1.

240. (3) Izraz date funkcije se moze prethodno uprostiti

f(z) = log, 6 + 3(log; 9 + log; x) = logg « + 3log, « + 6.
Koris¢enjem formule log, % = — log, = nalazimo

f(x)+ f(1/x) =log, 6 + 3logs x + 6 — logg v — 3logs x + 6 = 12.

4

241. (4) sin®z —sinxcos'z = sinx(cos*

x — sin® z)
= sinz(cos?z — sin® x)(cos? x + sin® z)

= sinxcos?2x.
2012. jun

242. (1) Ako je I dati izraz, tada je

2 —x—x—1 3 —1

I = =—1.
(x—1)(z2+z+1) z+1

243. (2)

PR e e e it e VR /Lrl
r+y—(v+2/7y +y) —2,/7Yy Ty

244. (3) Kako je 1/4 = 272, iz date jednacine izlazi

2 =2 —-10=-2, 2*-20-8=0, (z —4)(z+2) =0.

ReSenja su z1 = 4 1 5 = —2, tako da je 23 + 22 = 20.
245. (4) Koriséenjem formule log,a = log, a/log, b mogu se izjednaciti
osnove logaritama. Jednostavniji postupak sledi iz obrasca log,, a = %logb a

41ogs x + 3log, x — logy x = 2, 2logs z + logyz — 1 = 0.

Ova kvadratna jednacina ima dva resenja

1 1
logy z = —1, mlzi; log2x:§, To = V2.
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246. (5) L — (sinx 4 cos x)(sin® x — sin x cos z + cos? z)

sin T + cos x
(sinz — cos z)(sin® z + sin x cos x + cos? z)

sinx — cosx

(sin® z — cos? x)(sin® & + cos? )

2

sin® ¢ — cos? x
1l —sinxcosx+1+sinzxcosx + 1

= 3.
2012. jun - Matematika sa proverom sklonosti

247. (1)

9 —-1/2 9 —-1/2 1\ —1/2
]:<(3+.5):97> :(7”0.7) :<> _gl2_3
773°3)°7 63 o7 9

248. (2) Za korene kvadratne jednacine 2%+ px + ¢ = 0 vaZe Vietove formule
Ty + Ty = —piziwy =q. Tako je 23 + 22 = (x1 + 79)? — 2my09 = p* —2¢. U
naSem slucaju je 27 + 23 = 9a? — 2a? = Ta?.
cos z + sinz)(cos? & — cos x sin & + sin® x cosz + sinx
249. (3) ( I ) _

2—2sinxcosx 2

2012. septembar

3ab— (a+0)* b —a? ab
250. (1) [I(a,b) = ab " ab (a+0b)(a® —ab+ b?)
_a?—ab+b* (a—Db)(a+D) ab
B ab . ab (a+b)(a — ab+ b?)
~a—b
ab

251. (2) Uvodenjem smene ¢t = 2012% se dobija kvadratna jednacina
t* — 2013t + 2012 = 0, 2 —t — 2012t 4+ 2012 = 0,

t(t—1)—2012(t —1) =0, (t—1)(t —2012) = 0.
Resenja su t; = 1, 20127 =1, 1 = 0, kao i t; = 2012, 2012” = 2012, x5 = 1.
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252. (3) Jednacina ima smisla ako je x > 1. U tom slucaju je z+2v/z — 1
0,alijeiz—2yr —1>0,jerjex >2vx — 1,2 >4(x—1), 2> —4x+4 > 0,
(r —2)? > 0. Kvadriranjem leve i desne strane jednacine se dobija

|z + 2V — 1|+ 2y/2? — 4|z — 1|+ |z — 2vVz — 1] =4,

r+2vVer—1+2\/22 =4z — 1)+ 2 -2V —1=4,
204+ 2Vt —dr+4=4, -2+ |r—-2]=0.

Za x > 2 dobijase x —2+x —2 = 0, x = 2 vrednost koja nije u domenu. Za
x < 2 dobijase z —2— (x—2) =0, 0 =0 te je poslednja jednac¢ina tacna za
sve x < 2. Uzimajudi u obzir pocetni uslov, zadata jednacina ima za reSenja
sve vrednosti iz interval z € [1,2].

2

cosx + sinx)(cos?  — cosxsinx + sin® x
( )( )

253. (4) L =

2 —sin2z
(cosx +sinz)(l — 3sin2x)  cosz + sinz
2 — sin 2z B 2

1 (V2 N V2
= —= | —COST — SInx
V2 \ 2 2

1 T T 1 s
= — |cos—cosT+sm—smxr | =—=cos|{x——].

NoAN! 4 V2 4

2013. jun

254. (1) Ako je I dati izraz, tada je
r—1+z+1 ?+1—-22+1

L= rlx+1)(x—1) z(ax?—1)(x2+1)
2 2 2 z(@?—1)(a?+1)
T2 —1 22— 1)(2+1) 22-1 2
= a(z®+1).

255. (2) Ako je I dati izraz

I —
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Za konkretne vrednosti @ = 2 i b = 3 se dobija 13/12.

256. (3) Uvodjenjem nove nepoznate t = 7% dobija se kvadrana jdnac¢ina
t2 — 50t + 49 = 0. Dobijaju se dva reSenja t; = 1 i t, = 49. Tako je 7% = 1,
tj. 1 =0;1 7% =49, tj. zo = 2.

257. (4) Jednacina se moze napisati u obliku

sinz — cos? x = sin® x + cos’ z,

odnosno cos*z = 0, koja je ekvivalentna sa cosz = 0, ¢ija su resenja x =

5 t+km, gde je k € Z ceo broj.
258. (5) Uvodni korak u resavanju moze biti transformacija

z+1 1:+_1

f(x):: gil ::$'—:l
Tako je
z+1 z4+1+z—1
ot =
f(f(z)) = LJ& 1 z+f—i+1 =
z—1 z—1

Kako je f(f(z)) = z identicka funkcija, to znaci da je f = f~! funkcija
jednaka svojoj inverznoj funkciji.

2013. jun - Matematika sa proverom sklonosti

1 4 4 6 1\? 2 4 6
259. (1 — =4+ =1 —|: =) =|=+=]-16==-16 = 32.
(1) {2 515 10] (4) [3+3} 3
a2+v* [a+b b—a a+b ab g
260. (2 : : = . = .
(2) a? + b2 lab ab] lab b—a b+a

261. (3) Prva jednacina daje logyg3 7 = 1, odakle je & = 2013. Uzimajudi u
obzir i drugu jednacinu dobija se reSenje z = 2013, y = 1.

2013. septembar

262. (1) Transformacije leve strane daju

;o [\/E—F\/E'a—kb]' 1 b+a
Vb Vab| Vatvb ab

\/5+\/5_\/E' 1 .a+b

Vab a+b Ja++vb ab

ab’
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263. (2) Uvodjenjem nove nepoznate t = 9% dobija se kvadratna jednac¢ina
t? — 82t + 81 = 0. Dobijaju se dva reSenja t; = 1 i t, = 81. Tako je 9° = 1,
tj. 1 =0;19% =81, tj. xo = 2.

264. (3) Sabiranje logaritama daje

1080015(2012 4 2)(2014 — 2) =2, (2012 + 2)(2014 — x) = 20132,

Dalje je (2013 + 2 — 1)(2013 — (z — 1)) = 2013% — (z — 1)* = 2013%. Tako je
r—1=0tj. z=1.
265. (4) Uvodni korak u resavanju moze biti transformacija

8
|
—

= _z—1
J(w) = ”“"wil r+1
Tako je
z—1 z—1—z—1 1
x+1 x—1
X = = = ——,
f(f( )) % +1 x—italcﬂ T

2013. septembar - Matematika sa proverom sklonosti

266. (1)

2510, (2)7.5
3 4 6 \10 10

267. (2) Transformacije daju

6 5-250 6 245 49

10 6 10 10  2°

6 3 1

3.2

a+3b—a+3b+6b a*—90> 12
a? — 9b? b(2a +b)  2a+b

268. (3) Smena 10° = t daje kvadratnu jednacinu ¢t* — 101¢ + 100 = 0,
t?2 — 100t —t+100 = (¢t —100)(t —1) = 0. Tako su resenja t; = 100 tj. z; = 2,
ity =1tj. 29 =0,



